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Neben den formalen Grundlagen von ARMA-Prozessen (Autoregressive Moving
Average Processes) wird hier diskutiert, wie sich diese Prozesse simulieren und
damit fiir die Modellierung von Finanzmarktzeitreihen nutzen lassen.

I. Klassische Okonometrie vs. Zeitreihen6konometrie

In den Wirtschaftswissenschaften muss man haufig die Entwicklung einer 6konomi-
schen GroBe (z.B. eines Geldmarkizinssatzes) durch eine geeignete Funktion charakte-
risieren. Dabei kann ein strukturelles Modell verwendet werden, das die GroBe in Ab-
hangigkeit von anderen 6konomischen GréBen (z.B. der Inflationsrate) beschreibt. Die Zeit-
reihendkonometrie beschreitet einen anderen Weg. Hier geht man davon aus, dass sich
die Entwicklung einer Variablen durch einen ihr zugrunde liegenden stochastischen Pro-
zess beschreiben lasst. Wird unterstellt, dass sie einem ARMA-Prozess folgt, wird ihre
Entwicklung durch ihre eigenen historischen Werte sowie aktuelle und vergangene zu-
fallige StorgréBen bestimmt. Wird die Variable nur durch ihre Historie und eine kontem-
porére StérgréBe beschrieben, spricht man von einem reinen AR-Prozess. Erfolgt die
Erkl&rung hingegen nur durch gegenwartige und historische StérgréBen, liegt ein reiner
MA-Prozess vor.

Il. Grundbegriffe

Der Grundgedanke der Zeitreihendkonometrie besteht darin, eine Zeitreihe als Realisa-
tion einer Folge von Zufallsvariablen aufzufassen. Eine solche Folge heit stochasti-
scher Prozess und wird gewéhnlich mit {yt}I=1 = {V¥,...,y7} abgekuirzt. Jede einzelne Be-
obachtung einer Zeitreihe wird also als zuféllig aus einer Wahrscheinlichkeitsverteilung
gezogen betrachtet. Man kann auch sagen, dass eine Zeitreihe als Realisation aus einer
gemeinsamen Verteilungsfunktion der T Prozessvariablen interpretiert wird.

Ein stochastischer Prozess lasst sich allgemein durch seine Prozessgleichung und
seine Momentenfunktionen konkretisieren. Erstere beschreibt genau die stochastische
Natur des Prozesses, wahrend Letztere daraus hervorgehen und so beschrieben werden
kénnen: Die Erwartungswertfunktion E(y;) = p; eines Prozesses gibt als Funktion der Zeit
an, mit welcher Realisation des stochastischen Prozesses zum Zeitpunkt t ,,im Mittel“ zu
rechnen ist. Man kann sich E(y;) daher auch als durchschnittliche Realisation zum Zeit-
punkt t Uber verschiedene mdégliche Realisationen hinweg vorstellen. Analoges gilt fir
die Varianzfunktion Var(y;) = v, und die Autokovarianzfunktion Cov(y,, y;_) = v, mit
k=1,2, ... Der Wert der Varianz wird hier mit y,, bezeichnet, da die Kovarianz einer
GréBe mit sich selbst (k = 0) gerade ihrer Varianz entspricht.

Zu den in der Statistik bedeutendsten Prozessen gehdéren die stationadren stochastischen
Prozesse. Ein stochastischer Prozess {yt}tT=1 heit allgemein stationar, wenn sich seine
Eigenschaften im Zeitverlauf nicht &ndern. Er ist stark stationdr, wenn die gemeinsame
Verteilungsfunktion einer Sequenz y,y; , 1, -, Vi 4+« fUr alle t, k und s mit der der Sequenz
VissYi+1+s - Yiak+s identisch ist (vgl. Tsay, S. 25) bzw. die gemeinsame Verteilungs-
funktion flr beliebige Zeitpunkte nicht von einer beliebigen Verschiebung entlang der Zeit-
achse abhéngig ist. Dies impliziert, dass die Verteilung von y, die gleiche ist wie fur jedes
andere y;, und auBBerdem z.B. die Kovarianzen zwischen y; und y; _ | fUr jedes k unabhangig
von t sind. Da eine derart starke Bedingung empirisch schwer zu verifizieren ist, wird haufig
angenommen, dass allein Mittelwert, Varianz und Autokovarianzen eines Prozesses zeitin-
variant sind und nicht die gesamte Verteilung. Man spricht dann auch von schwacher Sta-
tionaritat. Formal ist ein Prozess {yt}tT:1 schwach stationar, wenn flr alle t gilt:
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(1) E(yy) = p<oo,
@) Var(y,) = E[(y;—1)?] = yg<,
(©) Cov(yp Vi) = EL(Yi =Yy k=] = v, furk=1.2, ...

Die Bedingungen (1) und (2) fordern dabei, dass der Prozess einen konstanten und end-
lichen Erwartungswert und eine konstante und endliche Varianz besitzt. Die Bedingung
(), die von (1) Gebrauch macht, verlangt, dass die Autokovarianzen von y; nur vom Ab-
stand k der beiden betrachteten Zeitpunkte t und t -k abh&ngen. Offenbar gilt bei
schwacher Stationaritat auch

Cov(yt, yt—k) = Cov(yt+s’ yt—k+s)

fur alle s. Erwartungswert, Varianz und Autokovarianzen sind damit unabhangig vom
Zeitpunkt, zu dem sie gemessen werden. Man sagt auch, sie sind zeitinvariant (vgl.
Schmid/Trede, S. 114 f.).

Da die Autokovarianz von der Einheit abhangig ist, in der Variablen gemessen werden,
greift man gewdhnlich auf die Autokorrelation zuriick. Sie ist bei einem stationéren Pro-
zess durch

Corr(ye Yi_x) = Y/Yo = px Mit =1 <p, <1

gegeben, da Stationaritat garantiert, dass E(y;) = ... = E(y;_,) und Var(y,) = ... = Var(y;_y),
und stellt eine Funktion von k dar. Diese Funktion spielt eine zentrale Rolle bei der Ver-
anschaulichung der durch einen konkreten Prozess entstehenden linearen Zusammen-
hange zwischen zwei Zeitpunkten, die k Perioden voneinander getrennt sind.

Ist ein Prozess stark stationdr (und sind seine ersten beiden Momente endlich), ist er
auch schwach stationdr. Umgekehrt gilt dies nicht generell. Unterstellt man jedoch als
gemeinsame Verteilung eine Normalverteilung, so sind schwache und starke Stationari-
tat &quivalent, da eine multivariate Normalverteilung schon durch die ersten beiden Mo-
mente eindeutig festgelegt ist (vgl. Verbeek, S. 273). Da es kaum vorkommt, dass ein
Prozess schwach und nicht gleichzeitig auch stark stationar ist, ist eine Unterscheidung
beider Formen von Stationaritat empirisch kaum relevant (vgl. Greene, S. 636 ff.). Hier ist
bei Verwendung des Begriffs Stationaritat stets die schwache Stationaritdt gemeint.
Es sei auBerdem angemerkt, dass ein Prozess nur stationdr sein kann, wenn die Para-
meter seiner Prozessgleichung nicht zeitvariabel sind (vgl. Pindyck/Rubinfeld, S. 493).

White-Noise Der wohl wichtigste stationére Prozess ist der White-Noise-Prozess {gt}I= 4, der eine
Sequenz unabhéngig und identisch verteilter (,,independent and identically distributed*,
i.i.d.) Zufallsvariablen darstellt. Konkret wird fur ihn unterstellt, dass jede Variable &, mit
E(ey) = 0 und Var(ey) = o2 verteilt ist und E(ge; _ ) = O fr k= 0 gilt. Die Autokorrelations-
funktion des Prozesses ist damit fur alle k> 1 gleich null. Sind die g; normalverteilte Zu-
fallsvariablen, spricht man auch von einem GauBschen White-Noise-Prozess. Die Unab-
héngigkeit der Momentenfunktionen von der Zeit ist beim White-Noise-Prozess unmit-
telbar zu erkennen. Im Gegensatz dazu wére z.B. bei einem typischen nichtstationéren
Prozess wie dem deterministischen Trend, der y; = a + Bt + ¢; entspricht, klar ein zeit-
variabler Erwartungswert E(y,) = o + Bt mit konstanter Varianz Var(y,) = o2 festzustellen.

2 EViews-Quellcode:
genr yt =nrnd
plot yt

T T T T T T T
25 50 75 100 125 150 175 20C

Abb. 1: Simulierter GauBscher White-Noise-Prozess

Abb. 1 zeigt eine typische Realisation eines GauBschen White-Noise-Prozesses. Jeder
der 200 Zeitreihenwerte wurde durch zufélliges Ziehen aus einer standardnormalverteil-
ten Grundgesamtheit (Erwartungswert null, Varianz eins) bestimmt, wobei die einzelnen
Zuge unabhéngig voneinander sind. Wie bei jedem stationdren Prozesses ist deutlich zu
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erkennen, dass die simulierten Beobachtungen in einer konstanten Bandbreite (Varianz)
um ein festes Niveau (Erwartungswert) schwanken.

Frage 1: Warum ist ein White-Noise-Prozess als stationdr zu betrachten?

Ill. Moving-Average-Prozesse

Folgt eine Variable y; einem Moving-Average-Prozess der Ordnung q # «, kurz MA(q)-
Prozess, entsteht jede Beobachtung y; als gewichtete Summe zufélliger StérgréBen, die
um bis zu q Perioden verzdgert sind. Formal bedeutet dies

(4) Vi = 0+e+018_1+08 o+ +058 ¢,

wobei § und 04, 0,,..., 6, Parameter sind, die positive oder negative Werte annehmen
kénnen. Es wird angenommen, dass die &; einem White-Noise-Prozess folgen. Der MA(q)-
Prozess wird damit genau durch die g + 2 Parameter 6, 6,,..., 85, 3, 62 beschrieben.

Zur Veranschaulichung der Eigenschaften von MA(qg)-Prozessen empfiehlt sich ein Blick
auf einen einfachen MA(1)-Prozess. Dieser hat die Prozessgleichung

() Vi = 0+ +048 1.

Der Erwartungswert und die Varianz dieses Prozesses lauten
6) Ely) =8,

(7) Var(y) = 62 (1+67).

Dies kann relativ einfach bewiesen werden: Aufgrund der fir alle t geltenden White-
Noise-Eigenschaften E(g;) = 0, Var(gy) = 62 und E(ge;_\) = 0 fiir k = 0 ergibt sich namlich

E(y;) = E( + & + 04&;_4) = 6 + E(gy) + 04E(g;_4) =0
und
Var(y) = E[(y,~3)2] = E[(g,+ 058, 1)?] = E(e} +20;5,8_ + 07s7_1)
= E(e?) +20,E(g8,_1) + 02E(e?2 ;) = 02(1 +62).
Die Autokovarianz und -korrelation des Prozesses erhélt man als

0,02 fiir k = 1

8 Cov(ys, Vi_y) = )
() (Yp Yi_k) { 0 fir k> 1

0
L firk=1
0%

© Corr(yp Vi) =1 1+
0 fur k>1

Es gilt ndmlich fir k = 1 stets
Cov(yy, Yi_1) = E[(Y;=08)(Yi_1-0)] = E[(&;+04&;_1)(&;_1+048;_5)]

E(eer_1) + 01E(e&; o)+ 04E(g;_18;_1) + 0FE(gy_18;_»)

0,02.
Fir k > 1 erhalt man stattdessen bereits
Cov(Yy, Yi_k) = E[(Yt=8)(Yy_—8)] = E[(g¢+ 018 _1)(&r_ + 018;__1)]
= E(egr_1) + 01E(erer_i_1) + 04E(er_ 1811 ) + OFE(e_18_y_1)
=0.

Die Autokorrelationskoeffizienten ergeben sich daraus Uber die in Abschnitt 2 beschrie-
bene Autokorrelationsformel. Dies gilt auch flr die Prozesse der Abschnitte 4 und 5.
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Aus den Resultaten (6) bis (9) lasst sich zunéchst schlieBen, dass es sich bei einem MA(1)-
Prozess stets um einen stationdren Prozess handelt, da sein Erwartungswert und seine
Varianz — bedingt durch die Stationaritat des White-Noise-Prozesses — konstant und
auch seine Autokovarianzen zeitinvariant sind. Die Autokorrelationsfunktion zeigt be-
kanntlich, wie stark ein Prozesswert mit vorhergehenden Prozesswerten korreliert ist bzw.
wie lange (und wie stark) ein zufélliger Schock (g;)im Prozess die Werte von y; beeinflusst.
Fur einen MA(1)-Prozess gilt, dass seine Autokorrelationskoeffizienten fur Verzogerungen
von k > 1 den Wert null annehmen. Beobachtungen, die zwei oder mehr Perioden vonein-
ander entfernt sind, sind also nicht mehr korreliert. Man sagt in diesem Zusammenhang
auch, dass der Prozess ein Gedéachtnis von nur einer Periode hat. Ein Schock beeinflusst
y; insgesamt nur in zwei Perioden, sodass sich der Prozess bei Fehlen neuer Schocks be-
reits nach zwei Perioden auf seinen Erwartungswert zuriickbewegt.

Frage 2: Welchen Autokorrelationskoeffizienten erster Ordnung besitzt eine GroBe
Y1, die einem MA(1)-Prozess der Form y; = ¢; + 0,1¢;_4 folgt?

MA(q)-Prozesse hoherer Ordnung (q > 1) besitzen mit MA(1)-Prozessen vergleichbare
Eigenschaften. So sind auch hier Erwartungswert, Varianz und Autokovarianzen zeitin-
variant. Zudem sind die Autokorrelationen flir Verzégerungen bis q von null verschieden
und fur k > g gleich null (vgl. Greene, S. 718 ff.; Pindyck/Rubinfeld, S. 522 ff.).

Abb. 2 zeigt zwei simulierte MA(1)-Prozesse fiir 6 = 0 und 64 = 0,5 bzw. 6, = 0,9. Die Si-
mulation eines MA(1)-Prozesses ist dabei denkbar einfach (vgl. Davidson/MacKinnon,
S. 573 ff.). Wie der Quelltext zeigt, muss dazu nur eine Zeitreihe von White-Noise-Reali-
sationen (hier aus einer Standardnormalverteilung) erzeugt werden, die anschlieBend
mittels der Prozessgleichung verbunden werden.

Beim optischen Vergleich beider Prozessbilder l&sst sich kein starker Unterschied erken-
nen. Beide schwanken um null, wobei die Streuung aufgrund von (7) fir 6 = 0,9 leicht
groBer ausfallt als fur 61 = 0,5. Im Vergleich zum White-Noise-Prozess in Abb. 1 l&sst sich
feststellen, dass die simulierten MA(1)-Prozesse breiter streuen, was auf ihre héhere Va-
rianz (7) zurlckzuflhren ist.

24 EViews-Quellcode:

genr wn = nrnd

genr yt =wn + 0.5*wn(-1)
plot yt

T T T T T T T
25 50 75 100 125 150 175 200

EViews-Quellcode:

genr wn = nrnd

genr yt =wn + 0.9*wn(-1)
plot yt

T T T T T T T T T
25 50 75 100 125 150 175 200

Abb. 2: Einige simulierte MA(1)-Prozesse

Die Prozessbilder in Abb. 2 geben Hinweise darauf, dass sich MA(1)-Prozesse potenziell
zur Modellierung von Aktienrenditen in ruhigen Marktphasen eignen, da sich diese
dann (bei ausreichend liquiden Aktien) haufig in gleichméaBiger Schwankungsbreite um
ihren Mittelwert bewegen. Auch I&sst sich insbesondere bei Tagesrenditen wertgewich-
teter Aktienindizes hdufig beobachten, dass ihre Autokorrelationsfunktion fur k > 1 nahe
null liegt (vgl. Campbell/Lo/MacKinlay, S. 66 ff.). In Krisenphasen (wie etwa bei der jings-
ten Finanzmarktkrise) ist eine solche Modellierung hingegen nicht geeignet, da sich hier
sog. Volatilitdtscluster bilden, d.h. Phasen mit &uBerst hohen und/oder niedrigen Rendi-
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ten im Vergleich zur sonstigen Renditeentwicklung auftreten. Eine solche Zeitvariabilitat
in der Varianz der Renditen kann durch einen stationdren Prozess (mit zeitkonstanter Va-
rianz) nicht abgebildet werden.

IV. Autoregressive Prozesse

Folgt eine Variable y, einem autoregressiven Prozess der Ordnung p # «, kurz AR(p)-
Prozess, so entsteht der gegenwaértige Prozesswert vy, als gewichtete Summe histori-
scher Prozesswerte aus bis zu p Perioden in der Vergangenheit und einer StérgroBe e,
der gegenwartigen Periode. Dies bedeutet

(10) Ve =0+ d1Yr—1 + GoYi_o + oo + OpYiop + &,

wobei 3 und ¢4, ¢y, ..., ¢, Parameter sind. Es wird angenommen, dass &; einem White-
Noise-Prozess folgt und von den vergangenen y;_4, Yi_o, ... Unabhangig ist. Anders als
ein MA(g)-Prozess ist ein AR(p)-Prozess nicht generell stationar. Er ist dies nur, wenn die
Nullstellen z4, z,, ..., z, seines charakteristischen Polynoms

f(2) =1 - 1z — 4oz — ... — §p2°

betragsmaBig groBer als eins sind bzw. auBerhalb des Einheitskreises liegen, d.h. |zj| > 1
furi=1, ..., p (vgl. Greene, S. 718 ff.).

Um dies und weitere Eigenschaften von AR(p)-Prozessen zu veranschaulichen, emp-
fiehlt sich ein Blick auf einen einfachen AR(1)-Prozess:
(11 Ye=0+ P1Yr_1 + &

Das dazugehoérige charakteristische Polynom lautet f(z) = 1 — ¢4z mit der Nullstelle
z =1/ ¢4. Diese Nullstelle ist betragsm&Big nur dann gréBer als eins, wenn ¢4 betrags-
maéBig kleiner als eins ist. Ein AR(1)-Prozess ist also nur dann stationar, wenn |¢4] < 1 gilt.
Der bekannteste nichtstationare AR(1)-Prozess ist der Random Walk mit Drift. Er ist
durch ¢4 =1, d.h. y; = 8 + y;_1 + & charakterisiert.

Ist ein AR(1)-Prozess stationér, gilt fir seinen Erwartungswert und seine Varianz

(12 By =
-

2
&

103

Die Herleitung dieser Ausdrlicke ist relativ einfach. Wenn die Stationaritatsbedingung

|41 < 1 erflllt ist, ist der Erwartungswert im Zeitverlauf konstant. Dies impliziert
E(yy) = E(y;_ 1) und es gilt

E(yy) =B + ¢1yi—1 + &) = 5 + ¢1E(yr—1) = 6 + ¢1E(yy)
bzw. dquivalent
E(y) =8/ (1 - ¢y).

Bei Stationaritat folgt zudem eine konstante Varianz, d.h. Var(y, = Var(y;_4). Wird zur
Vereinfachung & = 0 angenommen und berUcksichtigt man E(y; _ 1&;) = 0, ergibt sich da-
mit flr die Varianz der Ausdruck

Var(y,) = E(v2) = E[(91Y_1+802] = E(O3YR 1 + 201y 18+ &P)
= p3Var(y,) + o2

(13) Var(yy) =

bzw. dquivalent
Var(y,) = c2/(1-¢%).

Dasselbe Resultat gilt auch fir 6 = 0, es ist dann allerdings mit hdherem Rechenaufwand
verbunden. Analoges gilt auch fur die noch folgenden Beweise, in denen vereinzelt wie-
der auf diese Vereinfachung zurlickgegriffen wird. Autokovarianz und -korrelation des
Prozesses ergeben sich bei Stationaritat aus

(14) Cov(ypyi_k) = ofVar(y,),
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(15) Corr(yy,Yi_x) = ¢|1(

Bei erfullter Stationaritédtsbedingung und & = 0 ergibt sich nédmlich fir die Autokovarianz
mit k = 1 bei Beachtung von E(gy; - ) = 0 zun&chst

Cov(yp Vi_1) = E(YyYi_1) = E[(d1Yy_1 +e)Yi_4]

= 01E(YZ 1) + E(eyr_1) = ¢4 Var(y,) .
Bei der Berechnung der Autokovarianz mit k = 2 ist zu berlicksichtigen, dass aus

Ye=01Yi-1 + & und Vi1 = G1Yi-o + &1

durch Substitution

V=01 01Yeoo + € 1) + &= OFVi_p + G181 1 + &
folgt. Es gilt daher unter Beachtung von E(g; _4y;_ o) = 0 und E(gy;_,) = 0 allgemein
Cov(Y,Yi_2) = E(Viyr_ o) = E[(0FYy o+ d18,_ 1 +0)Yi o] = ¢7Var(yy).
Analog dazu folgt durch weitere Substitution

Cov(ypYi_K) = dfVar(y,).

Die Prozesseigenschaften (12) bis (15) lassen zun&chst erkennen, dass die Varianz nur
dann endlich und positiv ist, wenn |$4| < 1 gilt. Darliber hinaus zeigt sich, dass die Auto-
korrelationsfunktion flr einen AR(1)-Prozess eine relativ einfache Funktion von k ist, die
bei positivem ¢, geometrisch mit steigendem k sinkt. Bei negativem ¢ ist hingegen ein
oszillierendes geometrisches Abfallen zu beobachten. Der Prozess besitzt ein unbe-
grenztes Gedéachtnis, da der gegenwartige Wert mit allen vergangenen Werten korreliert
ist, auch wenn das AusmaB dieser Korrelation fur weiter in der Vergangenheit liegende
Werte (bzw. mit zunehmendem Abstand k der Werte) schwacher wird. Ein zufalliger
Schock (&) beeinflusst also alle kiinftigen Perioden, allerdings mit abnehmendem Effekt.

Fir AR(p)-Prozesse hoherer Ordnung (p > 1) lassen sich bei Stationaritat vergleichs-
weise komplexere Ausdriicke fir Erwartungswert, Varianz, Autokovarianz und -korrela-
tion herleiten. Letztere nimmt auch hier mit steigendem k ab (vgl. Pindyck/Rubinfeld,
S. 527 ff.; Tsay, S. 33 ff.).

Abb. 3 zeigt einige typische Realisationen von AR(1)-Prozessen mit 6 =0 und ¢4 = 0,5,
01=0,9, oy =1 bzw. ¢4 =1,02. Ihre Simulation wird im Vergleich zu MA(1)-Prozessen
durch die Tatsache erschwert, dass y, bzw. ein y;-Startwert des Prozesses festgelegt
werden muss (vgl. Davidson/MacKinnon, S. 573 ff.). Dieser kann bei einem stationaren
AR(1)-Prozess mit dem Erwartungswert des Prozesses belegt werden. So wurde auch in
Abb. 3 vorgegangen, d.h. konkret

Yo=Ely) =0/(1-¢1)=0

verwendet. Bei nichtstationdren Prozessen ist y; hingegen benutzerdefiniert festzulegen
(hier: yo = 0). Die verbleibenden Beobachtungen werden dann rekursiv unter Hinzuzie-
hung von White-Noise-Realisationen erzeugt. Soll bei einem stationdren AR(1)-Prozess
in wiederholten Simulationen ein stochastischer Startwert modelliert werden, so ist es
sinnvoll, diesen aus der Verteilung der Prozessvariablen mit Erwartungswert (12) und
Varianz (13) zufallig zu ziehen.

Frage 3: Nehmen Sie an, Sie méchten einen AR(1)-Prozess simulieren, der einen
Erwartungswert E(y;) = 10 besitzt und einen Parameter ¢, = 0,5 aufweisen
soll. Auf welchen Wert mussen Sie 3 festlegen?

Betrachtet man zun&chst die stationaren AR(1)-Prozesse (¢4 = 0,5, ¢4 = 0,9), so unter-
scheiden sich diese dadurch, dass sich beim Prozess mit hdherem ¢ in stéarkerem MaBe
»lendenzen in eine Richtung® erkennen lassen. Dies ist darauf zurlickzufliihren, dass bei
héherem ¢4 aufgrund von (15) jede Beobachtung hochgradiger mit den umliegenden Be-
obachtungen korreliert ist. Da die Autokorrelationsfunktion bei hdherem ¢4 erst flr ver-
gleichsweise héhere k gegen null geht, dauert es auBerdem nach einem Schock langer,
bis der Prozess auf seinen Erwartungswert zuriickfindet. Der Prozess weist also gewisse
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Persistenzen auf. Vergleicht man die stationéren AR(1)-Prozesse mit den nichtstationa-
ren (¢4 = 1, ¢; = 1,02), Iasst sich feststellen, dass die stationéren Prozesse mit konstanter
Varianz um ihren konstanten Mittelwert schwanken, d.h. die Tendenz besitzen, sich auf
diesen zuriickzubewegen (Mean Reverting). Ein solches Verhalten zeigt sich bei den
nichtstationaren Prozessen nicht, da z.B. flr einen Random Walk mit Drift die Beziehun-
gen E(yy) = yo + t8 und Var(y,) = tc2 gelten (vgl. Schmid/Trede, S. 121 ff.).

2] EViews-Quellcode:
. smpl 11
ol genryt=0
smpl 2 200
N genr yt = 0.5*yt(-1) + nrnd
I smpl 1 200
] plot yt
* 25 so 75 0 125 150 175 200

EViews-Quellcode:

smpl 11

genryt=0

smpl 2 200

genr yt = 0.9*yt(-1) + nrnd
smpl 1 200

plot yt

T T T T
25 50 75 100 125 150 175 20C

20 EViews-Quellcode:
smpl 11

genryt=0

smpl 2 200

genr yt = yt(-1) + nrnd
smpl 1 200

plot yt

T T L e e a we
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EViews-Quellcode:

250 -

smpl 11
200 -
genryt=0
smpl 2 200
genr yt = 1.02*yt(-1) + nrnd
07 smpl 1200

07 plot yt
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Abb. 3: Einige simulierte AR(1)-Prozesse

Die Prozessbilder, die sich in Abb. 3 fir ¢; = 0,9 und ¢4 = 1 zeigen, erinnern an typische
Kursverlaufe, wie man sie von Borsennachrichten kennt. In der Tat werden in der For-
schung haufig AR(1)-Prozesse zur Modellierung von Aktienkursen herangezogen. Hier
steht im einfachsten Fall haufig der nichtstationdre Random Walk ohne Drift y; = y;_1 + &,
d.h. ein AR(1)-Modell mit 6 = 0 und ¢4 = 1 (und zur Vermeidung negativer Kurse geeignet
festgelegtem Startwert yg), im Mittelpunkt des Interesses.

Die Verwendung eines derartigen Kursmodells lasst sich damit begriinden, dass nach der
Theorie informationseffizienter Finanzmarkte der aktuelle Kurs eines Wertpapiers stets
alle auf dem Markt verfiigbaren Informationen enthalt, aufgrund derer die Aktiondre han-
deln und so den Kurs beeinflussen. Eine Kursanderung kann damit nur durch neue,
unerwartete Informationen entstehen, die in ihrer Natur stochastisch sind. Der heutige
Kurs y; ergibt sich damit aus dem gestrigen y; _4 plus einer unerwarteten Kursénderung
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&. Die Tatsache, dass in einem solchen Modell implizit stationdre Kursdnderungen bzw.
Renditen unterstellt werden, machen es jedoch nicht fir jede Marktphase realistisch.

Wie sich in der Empirie zeigt (vgl. Schmid/Trede, S. 147 ff.), eignen sich stationéare AR(1)-
Prozesse besonders zur Modellierung der Entwicklung von (deutschen) Zinsspreads,
d.h. der Differenz zwischen lang- und kurzfristigen Zinsséatzen.

V. ARMA-Prozesse

Allgemeine Viele stationare Zufallsprozesse kdnnen nicht als reine MA- oder reine AR-Prozesse mo-

Prozessgleichung delliert werden, da sie Eigenheiten beider Prozessgattungen aufweisen. Die logische Er-
weiterung der in den Abschnitten 3 und 4 présentierten Prozesse ist daher ein gemisch-
ter Prozess, der Ublicherweise als ARMA(p, q)-Prozess abgekirzt wird. Er besitzt die
Form

(16) Vi=0+ O1Yi—1+ OoYi_o+ ... + (|>pyt_p + &+ 0181+ 080+ ... + eqat_q.

ARMA(p,q)-Prozesse haben die gleichen Stationaritatsbedingungen wie AR(p)-Prozesse,
d.h. alle Nullstellen des charakteristischen Polynoms des AR-Teils miissen betragsméa-
Big gréBer als eins sein. Die 04, 05,..., Gq unterliegen keinen Beschrankungen, was die
Stationaritét des Prozesses anbelangt.

Eigenschaften eines Zur Veranschaulichung der Prozesseigenschaften wird ein einfacher ARMA(1,1)-Pro-
ARMA(1,1)-Prozesses zess betrachtet:

(7) Ve =0+ d1Yi_q + &+ Oqg_1.

Wie sich zeigen wird, sind seine Eigenschaften Verallgemeinerungen des AR(1)-Prozes-
ses mit einigen kleinen Modifikationen zur Berticksichtigung der MA(1)-Komponente.

Der Erwartungswert und die Varianz des Prozesses (17) sind bei Stationaritat

)
(18) By = 57— el
o?
(19)  Var(yy = (1 +912+2¢191)Tjd-)?-

Im stationaren Fall (|¢4] < 1) ergibt sich nAmlich bei Berlicksichtigung der Eigenschaften
von White-Noise-Prozessen der Ausdruck

E(y) = EQ + d1Vi-1 + &+ 0181_1) = & + ¢1E(yr 1)
bzw. aquivalent
E(y) =5/ (1 - ).
Setzt man zur Vereinfachung & = 0, ergibt sich zudem
Var(yy) = E[(§1Yy_1+ &+ 018¢_1)?]
= ¢2Var(y, 1) +02+ 0562 +2¢10,E(y,_1&_1)-

Daraus liefert ein stationaritatsbegriindetes Einsetzen des Erwartungswertes der mit &;
multiplizierten Prozessgleichung, d.h.

E(yee) = E(e) + 04E(ere_ 1) = E(e)= o2 ,

die Aquivalenzumformung
Var(y,) - ¢3Var(y,_4) = (1+6%+2¢,0,)c?
o Var(yy) = (1+0%+2¢,04)02/(1-967).

Flr Autokovarianz und -korrelation des Prozesses gilt bei Stationaritat

¢4Var(y,) + 0,02 fur k =1

(20) Cov(ypYi_K) = .
pItk $¢1CoV(Y,Yi 4 1) flr kK>1
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(1 +$404) (¢4 +04) fiir
(1) Corr(yyyy i) =4 1+0%+2¢46;
¢1Corr(yy,Yi i 1) fir k>1

k=1

Zur Bestimmung der Kovarianzen wird zunachst die Prozessgleichung (bei unterstelltem
8 = 0) mit y; _ multipliziert, was

YiYi-k = O1Ye-1Yi-k TeVi-k + 018 1Yi-k

liefert. Die Bildung des Erwartungswertes dieses Ausdrucks liefert fir k = 1 den konkre-
ten Ausdruck

Cov(ypYio1) = O1E(Yi_1Yi1) + E(&Yi_1) + 04E(e;_1Yi_1)
= ¢4Var(y,) + 0402

und fir k > 1 den Term
Cov(yp,Yi_k) = O1E(Ye_1Yi_1) + E(eryr_ i) + 04E(e_1Yi_ k)

= 01CoV(Yi_1,Yi_k) = ¢1COV(Ye,Yi k1)
wobei die letzte Umformung auf die Stationaritat des Prozesses zurlickzufiihren ist.

Wie sich aus den Prozesseigenschaften (18) bis (21) zeigt, entspricht der Erwartungswert
des ARMA(1,1)-Prozesses dem des korrespondierenden AR(1)-Prozesses. |Ihre Varian-
zen unterscheiden sich um den Faktor (67 +2¢,0,). Im Fall von ¢4 = 0 ergibt sich aus
(18) und (19) gerade (6) und (7) und im Fall 6, = 0 gerade (12) und (13). Zudem l&sst sich
erkennen, dass die Autokorrelationsfunktion bei einem Wert beginnt, der sowohl von ¢
als auch von 04 abhangt, und aufgrund ihrer Rekursivitat anschlieBend einen fallenden
Verlauf zeigt. Im Fall von ¢4 = 0 ergibt sich aus (20) und (21) gerade (8) und (9) und im Fall
04 = 0 gerade (14) und (15).

Eigenschaften von Bei ARMA(p,q)-Prozessen héherer Ordnung (p > 1, q > 1) ergeben sich vergleichsweise un-

ARMA(p,q)-Prozessen Ubersichtlichere Ausdriicke fur den Erwartungswert und die Varianz. Die ersten q Autokor-
relationskoeffizienten sind komplexe Funktionen der AR- und der MA-Parameter. Fiir k > q
besitzt die Autokorrelationsfunktion rekursiven Charakter (vgl. Greene, S. 721 ff.) und zeigt
einen fallenden Verlauf (vgl. Asteriou/Hall, S. 241 ff.).

ARMA(1,1)-Prozesse Der grafische Verlauf eines ARMA(1,1)-Prozesses wird primér von seiner AR-Kompo-

grafisch und in der Praxis nente bestimmt und ahnelt daher den Prozessbildern in Abb. 3. Es zeigt sich jedoch,
dass man durch Hinzufligen einer MA-Komponente in ein AR(1)-Modell (abh&ngig vom
Vorzeichen der Prozessparameter) die Schwankungsbreiten und die Autokorrelation von
y; erhdhen oder reduzieren kann. (Interessierten Lesern stellen die Autoren auf Anfrage
ein selbst entwickeltes Tool zur Verfligung, mit dem man spielerisch ein Gefihl fur den
Verlauf von ARMA(1,1)-Prozessen erlangen kann.) ARMA-Prozesse mit sehr kleinen
Werten von p und g haben sich bei optimaler Anpassung der Parameter an die histori-
sche Entwicklung von Zinsvariablen als duBerst nitzlich fir ihre Prognose erwiesen (vgl.
Greene, S. 717 ff.). Vielfaltige Verallgemeinerungen sind moglich und werden in der Pra-
xis angewandt (vgl. Tsay; Verbeek, S. 287 f.).

Frage 4: Ist ein ARMA(1,1)-Prozess, dessen Parameter 0, einen Wert gréBer
als eins annimmt, stationar?
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