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1 Zusammenfassung

Die Grundlage fiir die vorliegende Studienarbeit war ein von M. Lang erstelltes
FORTRAN-Programm [7], das die Nullstellen reellwertiger Polynome mit einer
Kombination aus den iterativen Verfahren von Muller und Newton bis zum Grad
800 berechnet. Das in C geschriebene, erweiterte und modifizierte Programm geméif
der Aufgabenstellung sollte zunédchst auf einem PC durchgefiihrt werden. Dies er-
wies sich jedoch aufgrund folgender Punkte als ungeeignet:

1. erheblicher Zeitaufwand bei der Berechnung von Nullstellen von Polynomen

hohen Grades

2. keine direkte Vergleichsmoglichkeit unter MS-DOS fiir die benotigte CPU-
Zeit mit anderen Nullstellenberechnungsprogrammen

3. keine Moglichkeit der Auflistung des Zeitaufwandes der modularen Teile des
Programmes

Daher wurde das Programm auf einer Workstation erstellt und erst nach Fertig-
stellung wieder auf einen PC iibertragen.

Die Strukturierung des Programmes wurde modular gehalten, die einzelnen Pro-
grammteile schon teils im Programmtext ausfiirlich kommentiert. Die wichtigsten
Programmteile werden im folgenden noch einmal anhand von Struktogrammen
erlautert bzw. zusammengefaflt.

Zum Test und Vergleich mit anderen Programmen zur Bestimmung von Nullstellen
wurde das Programm iiber eine Gateway-Routine an das Programmpaket Matlab
angebunden. Als Testpolynome wurden die von Jenkins und Traub [4] vorge-
schlagenen Polynome sowie Kreisteilungspolynome und linearphasige FIR-Filter
gewdhlt. Die Vergleichsprogramme waren das auf einer Eigenwertbestimmung be-
ruhende, in Matlab implementierte Programm ’roots’ und ein nach dem Verfahren
nach Jenkins und Traub arbeitendes Programm ’cpoly’, das im folgenden immer
mit 'rootsj’ bezeichnet wird.

Das Programm wurde sowohl in ANSI-C als auch in Kernighan-Ritchie-C verfaft,
um die Lauffdhigkeit auch auf &lteren Compilern zu gestatten, die noch kein ANSI-
C verarbeiten konnen. Die Studienarbeit wurde zusammen mit einer Diskette mit
allen notwendigen Programmen abgegeben.



2 Verwendete Abkiirzungen und Formeln

LNT
TP
roots

DBL_MAX

log(x)

k

€

€

my
PN-Diagramm

Lehrstuhl fiir Nachrichtentechnik

Tiefpafl

in Matlab implementiertes Nullstellenbestimmungsprogramm
auf der Grundlage der Eigenwertbestimmung der zu P(z)
gehorenden Begleitmatrix

Nullstellenbestimmungsprogramm nach dem Verfahren von
Jenkins und Traub (s. [5])

lauffahige Version der in der Studienarbeit erstellten Funktion
null()

Funktionswert von z*)

Originalpolynom, zu dem die Nullstellen bestimmt werden
reduziertes Polynom nach Polynomdeflation

Néherung des Originalpolynomes

Interpolationspolynom im Muller-Verfahren

gesuchte Nullstelle

geniherte Nullstelle = exakte Nullstelle von P(x)

exakte v-te Nullstelle von P(x)

genédherte v-te Nullstelle von P(z) = exakte Nullstelle von
grofite darstellbare Zahl im double-Format; nach IEEE-P754-
Floating-Point-Standard ist DBL_MAX ~ 103%8

dekadischer Logarithmus der Zahl x

[terationsindex

Abbruchschranke im Muller- und Newtonverfahren
Maschinengenauigkeit

Vielfachheit der Nullstelle o,

Pol-Nullstellen-Diagramm



3 Einleitung

Beim Entwurf von nichtrekursiven Filtern tritt haufig das Problem der Bestimmung
von Polynomnullstellen auf, d.h. bei gegebenem Polynomgrad N und vorgegebenen
Koeffizienten pg, p1,...,pn sind die Nullstellen des Polynomes

P(z) = pya™ + py_12™ 7+ pur + po, py # 0

zu bestimmen. Hierbei ergeben sich nicht selten hohe Grade N > 100, die neben
der erforderlichen Genauigkeit hohe Anforderungen an Laufzeit und Speicherbedarf
stellen. Das am LNT von Jenkins und Traub [5] zur Verfiigung stehende Programm
ist fiir hohe Grade aufgrund der auftretenden Ungenauigkeiten ungeeignet. Das
von Matlab zur Verfiigung gestellte Nullstellenprogramm ’roots’ hat zwar fiir
hohe Grade noch eine hinreichende Genauigkeit, der Speicherplatzbedarf und die
Rechenzeit steigen jedoch stark mit dem Polynomgrad an.

Nun sind zur Berechnung von Polynomnullstellen seit langem eine gréflere
Anzahl von Algorithmen bekannt. Prinzipiell kann man hierbei zwischen den
iterativen Verfahren, welche die Nullstellen nacheinander berechnen, und den
direkten Methoden, die alle Nullstellen gleichzeitig berechnen, unterscheiden. Die
ersten Verfahren benétigen dabei die Verwendung von expliziter oder impliziter
Polynomdeflation, um die bereits berechneten Nullstellen abzudividieren. Durch
diese Polynomdeflation werden die restlichen Nullstellen im Laufe der Iteration
immer schneller gefunden. Allerdings kann durch eine ’ungiinstige’ Reihenfolge
der gefundenen Nullstellen eine Verschlechterung der Kondition (siehe [13]) der
verbleibenden Nullstellen auftreten, was einen Genauigkeitsverlust zur Folge hat.

Fiir dieses Programm wurde nun eine Kombination aus zwei iterativen Verfahren,
dem Muller- und Newton-Verfahren, gewéhlt. Der Vorteil gegeniiber direkten Me-
thoden liegt hierbei in der hoheren Rechengeschwindigkeit bei hochgradigen Poly-
nomen. Der Nachteil der Verschlechterung der folgenden Nullstellen durch Deflation
des Polynomes durch moglicherweise vorher ungenau bestimmte Nullstellen wird
durch die Nachiteration im Newton-Verfahren mit Hilfe des urspriinglichen Poly-
nomes beseitigt (siehe [13] S. 82ff).



4 Tterationsverfahren

4.1 Allgemeine Bemerkungen

Die hier vorgestellten Iterationsverfahren fiir Polynomnullstellen kénnen als Son-
derfille eines allgemeinen Iterationsverfahrens fiir nichtlineare Gleichungen ange-
sehen werden (s. [1] u. [11]). Hierbei wird zunéchst der Ausdruck der skalaren und
stetigen Funktion p(z)

p(z) =0 (1)
durch dquivalente Umformung auf die Form
g(x) = h(z) (2)

gebracht. Die Funktionen g(x) und h(z) sind in Gleichung (2) wiederum stetig. Alle
Werte fiir z, die Gleichung (1) erfiillen, sind dabei die Nullstellen oder Wurzeln der
Funktion p(z). Die Konstruktion einer konvergenten Zahlenfolge [x*)];>5 nach der
Vorschrift

g(@™V) = h(z®) (3)

mit gegebenem Startwert z(9) liefert ein Iterationsverfahren zur Bestimmung einer
Nullstelle von p(z). Der Grenziibergang einer solchen Folge fithrt dann auf die
gesuchte Nullstelle zy, denn wegen der geforderten Konvergenz gilt:

lim z%*Y = lim 2® = Zo,
k—+o00 k—4o00

mit 7 als Grenzwert der Zahlenfolge [(]}2. Aus der Vorschrift (3) mit

lim g(z*™) = lim h(z®)

k—+4o00 k—4o00

folgt dann wegen der geforderten Stetigkeit fiir A(x) und g(x) im Grenziibergang:

9(To) = h(Zo)
= p(To) = g(%0) — h(T) =0

dh Zi‘o = Xy.



Hinreichend fiir die geforderte Konvergenz der Zahlenfolge ist, dafl

e die Ableitungen h/(z) = “£h(z) und ¢'(z) = ‘Lg(x) in einer Umgebung von
xo stetig sind

e der Startwert 2(*) innerhalb dieser Umgebung liegt und dort

lg'(x)] > |h'(x)] (4)
gilt.

Im folgenden sei nun g(x) = = = ¢/(z) = 1. Damit ergibt sich fiir die Ungleichung
(4), daB |W/(x)] < 1 gelten muB, fiir Gleichung (2) folgt

x = h(x). (5)

Wird fiir p(x) ein Polynom P(x) mit dem Grad N angenommen, so ist auch Stetig-
keit und Differenzierbarkeit fiir g(z) und h(x) und deren Ableitungen sichergestellt.
Die nun angegebenen Verfahren unterscheiden sich hauptséichlich in der Wahl von
Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dafl solche Iterationsverfahren nach
Gleichung (5) nicht die exakten Nullstellen eines Polynomes P(z) liefern, sondern
bestenfalls Ndaherungen in den Grenzen der Rechengenauigkeit. Fiir ein Polynom
P(z) vom Grad N in der faktorisierten Form

P(z) =py(z —aq)™ ... (x — )™

mit den Nullstellen «q,as,...,0¢ und den zugehorigen Vielfachheiten
mi,mo,...,m; findet man also hochstens N Néaherungen a&q,as,...,¢4; der
Form

P(z) =pyn(z —du)(z — G2) ... (z — &),
wobei P(z) ein genéhertes Polynom des urspriinglichen P(z) darstellt. Die Nullstel-
le o, kann dann als ’gefunden’ betrachtet werden, wenn die zugehorige Néherung

&, im Rahmen der Rechengenauigkeit fiir die Weiterverarbeitung der Nullstelle den
geforderten Genauigkeitsanspriichen geniigt.



4.2 Das Newton-Verfahren

Ein sehr hdufig verwendetes Verfahren zur numerischen Berechnung von Nullstellen
ist das Newton- Verfahren. Hierbei wird in Gleichung (5) der Ausdruck h(x) durch

P
P(2)

h(x) = mit  P'(z) #0

ersetzt. Die Iterationsbeziehung ergibt sich somit zu:

P(z)
k1) _ o (k k
o= - P(z®)’ P'(z™) # 0. (6)

Aus Ungleichung (4) ergibt sich lokale Konvergenz des Verfahrens, wenn

P (z)P(x
(@) = [Pt

Polynome und Nullstellen kann man das Verfahren graphisch folgendermaflien
interpretieren:

< 1 in einer Umgebung der Nullstelle xq gilt. Fiir reellwertige

P(x) A

SRy U

Abbildung 1: Newton-Verfahren

Das Polynom P(z) besitze in z( eine reellwertige Nullstelle (Abbildung 1) und es
gelte P'(z(?) # 0. Fiir die Steigung der Tangente an (z(?), P(z(?))) ergibt sich aus
der Abbildung 1

P(z©)

r0..(0)y __
Pz )_xm)_x(l)?

2O £ 1)

8



und somit ()

P(x
0 _ /( (0)
Bei gegebenem Startwert z(?) ist der Schnittpunkt z(!) der Tangente mit der
x-Achse eine im allgemeinen verbesserte Ndherung von zy. Aus der Verallgemeine-
rung der Beziehung (7) folgt die Iterationsvorschrift (6). Das Newtonsche Verfahren
ist jedoch nicht beschrinkt auf die Berechnung der Wurzeln von reellwertigen
Polynomen. Es kann ebenso zur Berechnung der Wurzeln von komplexwertigen
Polynomen herangezogen werden. Die Iterationsvorschrift (6) dndert sich hierbei
formal nicht.

JCO I

In dieser Arbeit wurde von der Eigenschaft der lokalen Konvergenz des Newton-
Verfahrens sowohl bei reellwertigen als auch bei komplexwertigen Polynomen Ge-
brauch gemacht. Da das Newton-Verfahren als ein Nachiterationsverfahren verwen-
det wurde, werden an dieser Stelle keine Uberlegungen zur globalen Konvergenz
angestellt. Bemerkungen hieriiber finden sich z.B. in [12]. Beim Durchlaufen der
Newton-Iteration wird davon ausgegangen, dafl sich durch das Muller-Verfahren
der Startwert bereits hinreichend nahe an der exakten Nullstelle befindet.



4.3 Das Sekanten-Verfahren

Ein weiteres Verfahren, das in dieser Arbeit als ein Nachiterationsverfahren erprobt
wurde, ist das Sekanten- Verfahren. Hierbei wird h(z) in (5) zu

W)= z— P8 g P@ =Py

/3 Tr— I

Im Vergleich zum Newton-Verfahren ist die Ableitung P’(z) durch den
Differenzenquotienten 3 ersetzt worden. Daraus folgt fiir die Iterationsbeziehung:
(k) _ p(k—1)
x x
(k)) — (k=1)Y’ (8)
P(z®) — P(zh=1)
mit P(z®) £ P(zk=D),

2 = ) p(p)

Hierbei sind z(® und 2™ zwei gegebene Startwerte in der Nihe der gesuchten
Nullstelle x.

P(x) A

ey

1
1

1

1

1

1

1

1

!
X

—
X /X@)
Abbildung 2: Sekanten-Verfahren

Das Sekanten-Verfahren kann graphisch folgendermaflen interpretiert werden:
Das Polynom P(z) besitze in x( eine reellwertige Nullstelle (Abbildung 2). Es seien
zwei Punkte (%) und 2 in der Umgebung der gesuchten Nullstelle z, vorgegeben.
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Die Sekante durch die beiden Punkte (@, P(z(®)) und (zV), P(z")) geniigt dann
der Gleichung
P(zM) — P(z(®)

y= e —a) + Plal), (9)

Fiir z = 2? ist y = 0. Lost man nun Gleichung (9) nach 2 auf, so folgt:

P(zM) — P(2™)

(2) — (1) _ (1)
) =x P(z') 0

(10)

Verallgemeinert man die Beziehung (10), so ergibt sich hieraus die Iterationsvor-
schrift (8) des Sekantenverfahrens.

Der Hauptvorteil dieses Verfahrens liegt darin, daf§ die Ableitung P’(x) nicht expli-
zit bestimmt werden muf}, was eine erhebliche Zeitersparnis bedeuten kann. Aller-
dings benétigt man im Vergleich zum Newton-Verfahren einen zweiten Startwert.
Ein weiterer Nachteil des Verfahrens ist die geringere Konvergenzordnung als beim
Newton-Verfahren. Bei einfachen Nullstellen beispielsweise ist die Konvergenzord-
nung des Newton-Verfahrens r = 2, die des Sekanten-Verfahrens nur r ~ 1.62 (siehe
[3]). Diese Tatsache kann unter Umsténden bei einer geforderten Mindestgenauig-
keit der Approximation einer Nullstelle nur durch eine Vergroflerung der Anzahl
an Iterationsschritten im Sekantenverfahren kompensiert werden.
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4.4 Das Muller-Verfahren

Das zentrale Verfahren des erstellten Programmes ’'rootsf’ ist das sog. Muller-
Verfahren (siehe [11] und [3]). Dieses Verfahren ist eine Erweiterung des Sekan-
tenverfahrens dadurch, dafl die Sekante zu einem Polynom 2. Grades wird, eine
Parabel also. Es ergibt sich somit folgende Iterationsbeziehung:

e D = 2 ® 4 hge mit (11)
—2C%
Qrk+1 =
B, + \/Bﬁ — 4A,.CY
hi = o — 2

A = @P(ze) — (1 + qo) P(w-1) + G P(25-2)
Bk = (QQk + 1)P($k) — (1 + qk)2P(xk_1) + qu(wk_g)
Cr = (14 qx)P(xx).

Hierbei ergeben sich aus ¢, die Nullstellen der approximierten Parabel, wobei
fiir den né&chsten Iterationsschritt der betragsméafig kleinere Wert fiir ¢z zu
wihlen ist. Es ist also fiir den Ausdruck By £ /Bf — 4A,C) der betragsmifig
groffere Wert zu nehmen. Sollte dieser Ausdruck verschwinden, so schligt Muller
vor, |gr+1| = 1 zu setzen.

Die Herleitung von Gleichung (11) ergibt sich folgendermafen (siehe [3]):

Mit Hilfe der Polynominterpolation in der Form von Lagrange [1] 148t sich ein
Approximationspolynom P(z) von héchstens m-ten Grades angeben, das an m +
1 verschiedenen Stiitzstellen ), v = 1(1)(m + 1) mit P(x) identisch ist. Das
Interpolationspolynom hat dann folgende Form:

P(z) = Y Li(x)P(z"), mit
i=0

(z —20) .. (. — 20 D) (2 — 20)) . (2 — (™)
(@ — 200 (20 — 20D (20) — 201D . (200 — xm)

Li(z) =

Beim Spezialfall der quadratischen Interpolation (m = 2) ergibt sich somit:
)

P(x) = Lo(z)P(a"") + Li(x) P(zW) + Ly(a) P(z?

(z — W) (2 — 2?) 0 (z — 2O (z — z?) )
_ (@0 — 200) (20 — )P(x( ))+( D — 2020 — (2))P(x( )
(m—xo))(m—m(l)) )
T =20 (@@ —x(l))P(x( ) (12)

12



P(x)
P(x)

Ne)

P(x)

Abbildung 3: Muller-Verfahren (Initialisierung)

Die Startwerte z(©, 20 2® liefern nun die drei zugehérigen Stiitzpunkte
(2O, P(x@)); (2, P(zM)); (@, P(2¥)). Mit den Abkiirzungen

hy = 2@ — O
he = 20 _ O
h = z—2®
folgt aus (12):
- . h(h + hy) h(h + hy + hy)
P(z)=Px® +hn) = —~——— =L P@0)— P(zW
(@) = Pa® +h) = Gt P(e) - TR p(atY)
(h+ ho)(h+ ho + )
P(z? 13
(hQ"‘hl)hQ ( ) ( )

Faft man nun in (13) die Potenzen der Variablen h zusammen und fiihrt die
Abkiirzungen

13



ein, so ergibt sich die Parabelgleichung:

- - Asq? + B
Plr) = Pa + hog) = 2T P04 Co
2

mit

Ay = @Pa?) = @1+ @)P@EY) + ¢ PE)

By = (22 +1)P(a?) = (1+¢o)*P(aW) + gz P(2')

Cy = (14gq)P(z?)
Bis auf die Variable ¢ sind somit alle Parameter in (14) durch die Wahl der Start-
werte festgelegt. Wie beim Sekantenverfahren werden nun die Nullstellen der appro-

ximierenden Parabel, also von Gleichung (14) bestimmt. Aus Asq? + Byg+ Cy = 0
folgen dann die beiden Nullstellen

—20,
qo1,02 =
By £+ \/Bg —4A5,C5

und damit die Lésungen ¢ 92 der Gleichung P(x® 4 qhy) = 0 zu:

(15)

To1,02 = z? + qo1,02h2

Die betragsméfBig kleinere Nullstelle wird dann als neue Naherung fiir die gesuchte
Nullstelle oy von P(x) verwendet. Verworfen wird sowohl die zweite Parabelnull-
stelle, als auch der 'dlteste’ Iterationswert, in diesem Falle also 2(9). Verallgemeinert
man diese Uberlegungen, so gelangt man zur Iterationsvorschrift (11) des Muller-
Verfahrens. Eine graphische Veranschaulichung liefert Abbildung 3.
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5 Verwendete Verfahren und Materialien

Fiir das erstellte Programm ’rootsf’” wurde das Muller-Verfahren gewahlt, da seine
Konvergenzordnung r bei einfachen (r ~ 1.84) und auch bei doppelten (r ~ 1.23)
Nullstellen noch recht gut ist. Globale Konvergenz des Verfahrens konnte zwar
nicht nachgewiesen werden, jedoch ist mit den gegebenen Startwerten in allen
untersuchten Fillen Konvergenz erreicht worden (siehe [3]).

Als Nachiterationsverfahren wurde zunéchst das Sekantenverfahren gewéhlt. Es
zeigte sich jedoch, dafl zum Erreichen der gleichen Genauigkeit der Losung wie
unter Verwendung des Newton-Verfahrens sehr viel mehr Iterationsschritte notig
waren, was eine Vergrofferung der Rechenzeit bedeutete. Gerade bei hochgradigen
Polynomen mit Grad N > 100 dauerte somit das Sekanten-Verfahren sogar langer
als das Newton-Verfahren. Deshalb wurde trotz des Nachteils der Berechnung der
lokalen Ableitung das Newton-Verfahren als Nachiterationsverfahren gewihlt.

Zur Berechnung der Funktionswerte und der Polynomdeflation wurde das einfache
bzw. doppelreihige Horner-Schema verwendet, zur Berechnung der Ableitungen
das vollstdndige Horner-Schema (siehe [3]).

Das Programm wurde auf einer HP-Apollo-Workstation 9000/705 unter dem Be-
triebssystem HP-UNIX Version A.08.07 erstellt. Séamliche Testergebnisse in dieser
Studienarbeit beziiglich Zeit und Rechengenauigkeit beziehen sich auf diese Maschi-
ne. Als weiterer Rechner stand ein PC HP Vectra 386/25 zur Verfiigung. Sowohl
auf diesem als auch auf der Workstation wurde die fertige Funktion als MEX-File in
die Matlab-Versionen 3.5 (PC) und 4.0 (Workstation) eingebunden. Als Literatur
standen die in der Literaturangabe aufgefithrten Materialien zur Verfiigung.
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6 Linearphasige FIR-Filter

In der Studienarbeit wurde versucht, auf den Fall der Nullstellenberechnung des
Zahlerpolynomes Z(z) eines linearphasigen FIR-Filters

N
H(z)=2NZ(z)=2""> b2"
v=0

separat einzugehen. Dies hat eine Reihe von speziellen Eigenschaften (siehe [10]).

Eine davon ist, dafl wenn eine Nullstelle zy, nicht auf dem Einheitskreis liegt, sich

dazu spiegelbildlich eine weitere bei zgy = % befindet. Bei Reellwertigkeit von
ov

Z(z) folgt sogar ein Quadrupel von Nullstellen, das sich nur aus der Bestimmung
einer einzigen Nullstelle der oben genannten Art ergibt. Die Ausnutzung dieser
Eigenschaft ergidbe also einen wesentlichen Zeitvorteil, da mit der Bestimmung
einer einzigen Nullstelle im giinstigsten Fall der Grad des Polynomes um vier
reduziert werden konnte.

Beim Abdividieren des Paares zp, und 2y, ergab sich jedoch bei einigen li-
nearphasigen TP-Filtern hoheren Grades, dafi durch das Auftreten eines hohen
Dynamikbereiches fiir die Koeffizienten des abdividierten Polynomes (z.B.
~ 10718 ... ~ 10'® bei einem TP vom Grad 800) das neue, abdividierte Polynom
gianzlich andere Nullstellen als das urspriingliche Polynom enthielt. Dies war
beispielsweise daran zu erkennen, dafl die Spiegeleigenschaft der Koeffizienten des
abdividierten Polynomes bereits nach einigen Schritten verloren ging.

Zwei mogliche Losungsansitze zur Beseitigung des auftretenden Problems sind im
Ausblick dieser Studienarbeit erldutert.
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7 Mehrfache Nullstellen

Mehrfache Nullstellen der Vielfachheit m, sind im allgemeinen schlecht konditio-
niert und lassen sich mit einer ungefihren Genauigkeit nach Gleichung (26) berech-
nen. Zur Verbesserung der Genauigkeit wurde in der Studienarbeit nun folgende
Uberlegung angestellt:

Hat ein Polynom P(z) an der Stelle o, eine m,-fache Nullstelle, so sind auch die
ersten m, — 1 Ableitungen an der Stelle «, gleich Null.
Damit gilt nun sicherlich fiir eine Naherung &, der mehrfachen Nullstelle «,

P'(&,) <k (16)

fiir ein hinreichend kleines x. Durch Polynomdeflation wird nun ein Polynom
P, cqa(z) gebildet und Bedingung (16) fiir P,.q(z) iiberpriift. Der letzte Schritt wird
sooft durchgefiihrt, bis Bedingung (16) nicht mehr erfiillt ist. Die Anzahl der Schrit-
te gibt dann die Vielfachheit der Nullstelle wieder. Durch Polynomdeflation wird
aulerdem schrittweise die Kondition der Nullstelle durch Reduktion der Vielfach-
heit von «, in P,.q(x) verbessert. Fiir das zuletzt berechnete P,¢q kann dann durch
Iteration im Newton-Verfahren die Nullstelle «, mit &, als Startwert sehr viel ge-
nauer als das bereits bestimmte &, bestimmt werden.

Das eben vorgestellte Verfahren konnte jedoch nicht realisiert werden, da sich Pro-
bleme bei der Wahl von x in Gleichung (16) ergaben. Die Uberlegung, + auf die
halbe Maschinengenauigkeit festzulegen, scheiterte daran, dafl sich bei einfachen
Nullstellen teilweise sehr kleine Ableitungen P’(&,) in der Grofienordnung von k
ergaben. Durch die Erfiillung der Bedingung (16) wurden dann einfache Nullstel-
len als mehrfach erkannt und falsch abgespalten. Das Restpolynom enthielt dann
Nullstellen, die vollkommen verschieden zu denen des Originalpolynoms waren.
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8 Aufbau des Programmes ’rootsf’

8.1 Gliederung

Das Programm ’rootst’ ist der Ubersichtlichkeit wegen in verschiedene Files aufge-
teilt worden.

[ File [ Inhalt |

null.c Hauptprogramm; iiberpriift die Eingaben auf formale Fehler
und fithrt die Iterationen durch

muller.c das Muller-Verfahren

newton.c | das Newton-Verfahren

tools.c Funktionen zur Funktionswertberechnung und Polynom-
deflation

complex.c | komplexe Funktionen

header.h | Includefile; enthélt Definitionen und Deklarationen aller
Funktionen

test.c Testumgebung zum Testen des Programmes auf Betriebssy-
stemebene

gate3d.c Gateway-Routine fiir Matlab Version 3.5

gated(.c Gateway-Routine fiir Matlab Version 4.0

Tabelle 1: benétigte Files fiir die Nullstellenberechnungsfunktion null()

Eine Zusammenfassung zeigt Tabelle 1. Die drei Files ’test.c’, 'gate35.c’ und
‘gated(.c’ sind hierbei nur zum Test oder zur Anbindung an Matlab erstellt worden
und gehoren nicht zur eigentlichen Routine. Die Abhéngigkeit der einzelnen
Files untereinander zeigt Abbildung 4. Hierbei wird z.B. das Muller-Verfahren
von 'null.c’ aus aufgerufen usw. Das fehlende Includefile ’header.h’ und das File
‘complex.c’” wird von allen Dateien des Hauptprogrammes eingebunden bzw.
aufgerufen. Diese sind daher nicht mehr explizit aufgefiihrt.

8.2 Die Files ’header.h’ und ’complex.c’

Das Includefile ’header.h’ beinhaltet sadmtliche fiir die einzelnen Funktionen
bendtigten Definitionen und globale Deklarationen. Es werden vom Includefile nur
diejenigen Teile in die Funktionen eingebunden, die von der entsprechenden Funk-
tion benétigt werden.

Das File 'complex.c’ enthélt im wesentlichen die in [9] angegebenen Funktionen
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Testumgebung

gate35.c test.c gate40.c
Hauptprogramm v
null.c
muller.c newton.c|
y
tools.c

Abbildung 4: Abhéngigkeit der einzelnen Files von rootst’

zur Durchfithrung komplexer Operationen. Von zeitkritischen Ausnahmen abgese-
hen werden sdmtliche komplexen Rechnungen mit Hilfe dieser Operationen durch-
gefiihrt. Die komplexen Zahlen werden in "header.h’ mit Hilfe einer Stuktur festge-
legt und als ein neuer Zahlentyp ’dcomplex’ definiert mit der Anweisung;:

typedef struct DCOMPLEX { double r, i; } dcomplex;

Samtliche Rechnungen erfolgen mit doppelter Maschinengenauigkeit, was das 'd” im
Zahlentyp ’dcomplex’ verdeutlichen soll. Fiir Gleitkommarechnung ergibt sich so-
mit nach dem IEEE-P754-Floating-Point-Standard eine Wortbreite von 64 bit pro
Real- bzw. Imaginéarteil, d.h. also ein Speicherplatzbedarf von 16 Byte pro komple-
xer Zahl. Der Zahlenbereich ist dann auf ~ 10%3%8 festgelegt. Die Maschinengenau-
igkeit liegt bei der hier verwendeten HP-Apollo-Workstation bei ~ 2.2 - 10715, Das
Programm ist so aufgebaut, dal diese Zahlenwerte aus dem Standard-Includefile
'float.h’ ausgelesen werden und davon abhéngig je nach verwendetem Rechner die
Abbruchschranken und sonstigen Grenzen fiir rootsf’ ermittelt werden. Dieses Vor-
gehen sollte ein hohes Mafl an Portabilitit ermoglichen.
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8.3

Die Hauptroutine null()

8.3.1 Struktur und Funktionsweise

Die Struktur der Funktion null() ist in Abbildung 5 dargestellt.

ja\poly_check #0? nein
ia lin_or_quad()=0? nein
monic()
muller()
newton()
poldef()
solange Polynomgrad nred>2
lin_or_quad()
ja nred=27? nein
Nachiteration von root[1] mit newton()
Nachiteration von root[0] mit newton()

Abbildung 5: Struktur der Funktion null()

Zunéchst werden in der Funktion poly_check() die tibergebenen Koeffizienten auf
ihre formale Richtigkeit hin iiberpriift:

1.
2.
3.
4.

Fehler bei negativem Polynomgrad, Fehlercode = 1
Fehler, wenn Koeffizientenvektor = Nullvektor, Fehlercode = 2
Fehler, wenn Koeffizientenvektor = Konstante, Fehlercode = 3

mogliche Nullstellen bei Null werden abgespalten und der Polynomgrad ent-
sprechend reduziert, kein Fehler = Fehlercode = 0

Bei auftretendem Fehler wird null() mit dem entsprechenden Fehlercode beendet,
ansonsten werden die Nullstellen des gegebenenfalls bereits reduzierten Polynomes
in lin_or_quad() bei einem Polynomgrad kleiner oder gleich 2 mit den entspre-
chenden Formeln berechnet und null() beendet. Ist der Grad groBer als 2, wird in
monic() der Koeffizient der hochsten Potenz auf 1 normiert. Dies hat den Sinn,
bei sehr kleinen oder sehr groflen Koeffizienten Unterlauffehler beziehungsweise
Uberlauffehler zu beseitigen. Dies sollte aber nicht dariiber hinwegtiuschen,
dafl bei einer starken Streuung der Koeffizienten diese Mafinahme keinerlei
Verbesserung der Anfilligkeit gegen derartige Fehler bringt, sondern ausschliellich
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die Genauigkeit der Eingangskoeffizienten verschlechtert.

In der Hauptschleife wird dann mit dem reduzierten Polynom mit Hilfe des
Muller-Verfahrens muller() eine Anfangsndherung gesucht, die im folgenden
Newton-Verfahren newton() mit dem Originalpolynom nachiteriert wird, wo-
bei newton() auBerdem einen Schitzwert fir die Genauigkeit der bestimmten
Nullstelle liefert. In der Funktion poldef() wird dann die gefundene Nullstelle
beziehungsweise bei reellen Koeffizienten gegebenenfalls das konjugiert komplexe
Nullstellenpaar abgespalten. Ist der Grad des Restpolynomes kleiner oder gleich
2, wird die Hauptschleife beendet.

Eine Anfangsniherung der Nullstellen des verbleibenden Polynomes wird mit
lin_or_quad() mit Hilfe der Formeln fiir lineare oder quadratische Gleichungen
berechnet, in newton() wird wieder mit dem Originalpolynom nachiteriert und im
Anschluf} null() beendet.

8.3.2 Numerische Uberlegungen

Es soll hier noch einmal auf die im vorherigen Abschnitt angesprochene Vorgehens-
weise beziiglich Nachiteration und Polynomdeflation kurz eingegangen werden.

Die hier vorgenommene Nachiteration mit Hilfe des Originalpolynomes verbessert
die Genauigkeit schlecht konditionierter Nullstellen sicherlich nicht (siehe [13]). Dies
ist auch deutlich an den Ergebnissen zu erkennen, die sich aus Tests mit mehrfa-
chen Nullstellen ergaben, die allesamt schlecht konditioniert sind. Trotzdem wurde
das Originalpolynom zur Nachiteration herangezogen, weil es eine Genauigkeits-
verbesserung in all den Féllen sicherstellt, in denen durch die Polynomdeflation
eine Verschlechterung der Kondition auftritt.

Wie in [13] beschrieben ist bei der Polynomdeflation weiterhin wichtig, 'da8 die
giinstigste Reihenfolge, in der die Nullstellen berechnet werden sollten, unabhéngig
von der Kondition der Nullstellen ist.” Werden die Nullstellen in einer betragsméfig
aufsteigenden Reihenfolge bestimmt, ’so ergeben sich alle Nullstellen mit einer Ge-
nauigkeit, die im wesentlichen von ihrer Kondition bestimmt ist und nicht von der
Genauigkeit der vorher abdividierten Nullstellen.” Aus diesem Grunde ist auch das
Muller-Verfahren in der dargestellten Art als Iterationsverfahren gewihlt worden,
weil es i.a. die Nullstellen in betragsmifig aufsteigender Reihenfolge liefert.

Die im Komplexen anfallenden Punkt- und Strichoperationen bei der Polynom-
deflation sind aus Zeitgriinden durch Makrooperationen ersetzt worden, die sich
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im Includefile ’header.h’ befinden. Ebenso ist die Funktionswertberechnung in
der Funktion fdvalue() aufgrund eines angefertigten Zeitdiagrammes der einzelnen
Funktionen durch Makroaufrufe ersetzt worden. Durch Einsetzen von Makroope-
rationen an den entsprechenden Stellen wurde eine Geschwindigkeitsverbesserung
der Gesamtlaufzeit von =~ 50% erreicht.
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8.3.3 Bedeutung der im Programm auftretenden Groéfien

Im folgenden werden die in null() auftretenden, signifikanten Variablen erlautert,
um einen schnelles Verstdndnis des vorliegenden Programmes zu erleichtern.

Eingabegrofie Bedeutung

p|] Koeffizientenvektor des Originalpolynomes der Dimension
Ix(N + 1) mit N + 1-Elementen p[0] = po, ..., p|N| = py des
Polynomes P(x) = po + p1x + pax? + .. .+ pnorzN T+ pyay

pred]]| Hilfspolynom mit gleicher Form wie pl], wobei zu Beginn
Prea(z) = P(x) gilt

n Zeiger auf Polynomgrad N

flag flag = 0 = reelle Koeffizienten

flag = 1 = komplexe Koeffizienten, bzw. es wird mit kom-
plexem Algorithmus gerechnet. Sind die Koeffizienten reell,
so sind alle Imaginérteile der Koeffizienten zu Null zu setzen

interne Grofle Bedeutung

nred Grad des reduzierten Polynomes

ns mit dem Muller-Verfahren bestimmte Anfangsnidherung der
Nullstelle

newerr geschitzter Fehler der aktuell bestimmten Nullstelle

error zeigt Fehler in der Eingabe von pl] an

red Deflation um red Nullstellen pro Iterationsschritt

diff Anzahl der Nullstellen bei 0

Ausgabegrofle  Bedeutung

root|] Vektor der bestimmten Nullstellen
maxerr Zeiger auf den geschétzten, maximalen Fehler aller bestimm-
ten Nullstellen
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8.4 Das Muller-Verfahren muller()
8.4.1 Struktur und Funktionsweise

Die Grundstruktur des Muller-Verfahrens, realisiert in der Funktion muller(), geht
aus Abbildung 6 hervor.

initialize()

root_of_parabola()

iteration_equation()

compute_function()

check_x_value()

solange Iterationszahler<ITERMAX und Rauschzahler<NOISEMAX und Nullstelle nicht gefunden

root_check()

solange muller() erst einmal durchlaufen und gefundene Nullstelle zu schlecht

Abbildung 6: : Struktogramm von muller()

Zunichst werden in der Funktion initialize() die in [3] vorgeschlagenen Startwerte
2@ M und 2® und die zugehorigen kiinstlichen Funktionswerte fo, fi und fo
festgelegt, sowie das zugehorige hi, ho und ¢y bestimmt. Der Startwert der besten
Néherung der Nullstelle ist beliebig und hier willkiirlich auf Null festgesetzt worden.

Das eigentliche Muller-Verfahren ist nun mit Hilfe von zwei ineinander ver-
schachtelten Schleifen realisiert worden. Die &uflere Schleife wird benotigt, wenn
die von der inneren Schleife bestimmte Nullstelle so schlecht ist, dafl bei einer
Ubergabe dieser Nullstelle an das Newton-Verfahren ein Funktionsiiberlauf bei
der Funktionswertberechnung und somit ein Abbruch der Routine zu erwarten ist.
Fiir diese Uberpriifung dient die Funktion root_check(). Beim zweiten Durchlauf
der inneren Schleife wird dann mit verinderten Startwerten z(®,z(1) und z®
gearbeitet.

Der Abbruch der Routine ohne &uflere Schleife trat beispielsweise bei dem
Kreisteilungspolynom P(z) = z?°° — 1 auf. Auch ein Ersetzen der kiinstlichen

Funktionswerte durch die exakten beim Start von muller() brachte hierbei keine
Abhilfe.
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In der inneren Schleife werden mit der Funktion root_of_parabola() zunéchst die
Nullstellen der approximierten Parabel berechnet und die betragsméflig kleinere
zur Weiterverarbeitung in ¢y gespeichert.

Bei der Durchfiihrung des anschlieBenden Iterationsschrittes mit der Funktion
iteration_equation() wird zunsichst nur die Anderung vom neuen zum alten z-Wert
berechnet. Ist der relative Betrag dieser Anderung beziiglich der Anderung im
vorhergehenden Iterationsschritt grofler als MAXDIST, so wird betragsméfig die
Anderung beschrénkt auf einen Kreis um den Ursprung mit Radius MAXDIST,
wobei die Richtung der Anderung beibehalten wird. Erst dann wird der Iterations-
schritt ausgefiithrt und das neue 2(?) berechnet. Eine Begriindung dieses Vorgehens
ist im folgenden Abschnitt angegeben.

Anschlieflend wird die Funktion compute_function() abgearbeitet, deren Strukto-
gramm Abbildung 7 wiedergibt.

suppress_overflow()
fdvalue()

too_big_functionvalues()

convergence_check()

solange keine Konvergenz nach Muller und iter<ITERMAX und |q2|>FACTOR*DBL_MIN

Abbildung 7: Struktogramm von compute_function()

Bevor nun eine Funktionswertberechnung f, = P(2®) durchgefiihrt wird, schitzt
die Funktion suppress_overflow() den Funktionswert f, ab, um einen moglichen
Funktionsiiberlauf von f; zu vermeiden. Dieser tritt aber genau dann auf, wenn
gilt:

|Pred(x(2))| = |pn7“ed : ($(2))W6d +...+ p1r5d$(2) + p0red| > DBL_MAX

Bei grofiem ) wird der Betrag |(z(®)"d| den gréften Einflul auf den linken
Ausdruck haben. Bei Wahl einer geeigneten Schranke a wird also bei

nred

(@)™ > a (17)
ein Uberlauf auftreten. Logarithmiert man die Ungleichung (17), so ergibt sich mit
der Wahl von a zu a = 10BOUNDG6.

nred -log(|z'¥]) > BOUNDG6 (18)
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Tritt dieser Fall ein, so halbiert die Funktion die Strecke zwischen neuem und al-
tem 2 und setzt den daraus resultierenden Wert als neuen Wert fiir £ fest. Nun
wird wieder die Abschétzung (18) iiberpriift und ggf. ein neues z(?) bestimmt usw.
Der aktuelle Wert fiir 2(?) *wandert’ also ggf. wieder in Richtung seines Wertes im
vorhergehenden Iterationsschritt, in dem fs noch berechnet werden konnte.

Im Anschluf§ fiihrt die Funktion fdvalue() die Funktionswertberechnung fo =
Prea(z®) durch, die Funktion too_big_functionvalues() berechnet das Betragsqua-
drat |f]?. Droht hierbei ein Funktionsiiberlauf, so wird |f]* aus der Summe aus
Real- und Imaginérteil abgeschétzt. Die Funktion muller() arbeitet ausschliefilich
mit dem Betragsquadrat von fs5, welches gleichbedeutend wie der Betrag von fy
verwendet werden kann. Es wird hierbei lediglich der Aufruf der Wurzelfunktion
eingespart.

In der Funktion convergence_check() ist der Vorschlag von Muller zur Sicherstellung
der Konvergenz bei den geg. Startwerten realisiert. Gilt hierbei

P2 (2
‘ Ted(x ) > 100

PTQed(I(l))

so werden nach Muller ¢, und hs halbiert und z® neu berechnet. Liegt bereits
Konvergenz nach Muller vor, so wird die Funktion compute_function() beendet.

Die Funktion check x_value() (Abbildung 6) iiberpriift zunéchst, wie sich die Funk-
tionswerte des so bestimmten, neuen Niaherungswertes () @ndern. Gilt hierbei

P(x
0.99 < < 1.01
~— |P(z - ’

so werden die Werte fiir ¢o und hs einmalig verdoppelt. Ergibt sich dagegen, daf3
| f22 < | fu2|?, wobei fy der Funktionswert der bisher besten Approximation ist, so
wird die beste Approximation dem aktuellen Wert gleichgesetzt. Gilt auflerdem:

2@ _ )

E) < €,

dann ist die Abbruchbedingung mit der Abbruchschranke e erfiillt und muller()
gibt den aktuellen Wert an null() zuriick.
8.4.2 Numerische Uberlegungen

Dieser Abschnitt beinhaltet Uberlegungen zur Vorgehensweise und zur Festlegung
der Grenzen im Muller-Verfahren muller().
Die in der Funktion iteration_equation() durchgefiihrte Begrenzung der relativen
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Anderung von einem Iterationswert zum neuen z(® hat sich als zweckmiflig er-
wiesen, da Fille aufgetreten sind, in denen ohne diese Begrenzung sich das neue
2? sehr weit von der gesuchten Nullstelle entfernt hat. Das Annihern an die ent-
sprechende Nullstelle war zwar immer noch erkennbar, jedoch hétte es zu viele
[terationsschritte bendtigt, um wieder in die Néhe der Nullstelle zu gelangen. Das
Verfahren brach somit bei der festgelegten, maximalen Zahl von Iterationsschritten
vorzeitig ab, und es ergaben sich aufgrund der schlechten Niherung Uberlauffehler
im folgenden Newtonverfahren.

Weiterhin wurde ein Rauschzéhler eingefiihrt, der aktiviert wird, wenn die Bezie-
hung
2% — =]

< NOISESTART
[*]

gilt, d.h. also wenn die Differenz der Betrédge zwischen der bisher besten Néhe-
rung 2 und der aktuellen Naherung (® beziiglich des Betrages der bisher besten
Néaherung kleiner als eine Grenze NOISESTART ist. Ergibt sich in NOISEMAX
aufeinanderfolgenden Iterationsschritten keine Verbesserung der besten Nédherung
2%, so bricht muller() vorzeitig ab. Anderenfalls, bei einer Verbesserung von a?,

wird der Rauschzéhler in der Funktion check x_value() auf null zuriickgesetzt.

Die Grenzen wie Iterationszéhler, Rauschzéhler usw. wurden weitgehend empirisch
festgelegt, wobei versucht wurde, die Funktion zeitoptimal sowie abbruchsicher zu
gestalten. Die Schranke CONVERGENCE in der Funktion convergence_check()
wurde hierbei aus [3] iibernommen, die eine Schranke zur Gewéhrleistung der Kon-
vergenz nach Muller darstellt.
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8.5 Das Newton-Verfahren newton()
8.5.1 Struktur und Funktionsweise

Die Struktur des Newton-Verfahrens newton() geht aus Abbildung 8 hervor.

Fiir iter=0 bis ITERMAX
fdvalue()
i Ifx)I<If(x . OI? _—
Ja (I<If( mm) nein|
Xmin~ * ‘
: el
ja | Pl= 0?5
ja |f, X)| <t
f(x)
" =T ’
ja | xdx. <eps 2.
nein
: Im(x__. ) < BOUND und flag=0?_~
Jja min hein
Im . )=0 ‘
(Xmm)
return x_ .
min
X =X -dx
: Im(x__. ) < BOUND und flag=0? ”
Ja min heinl
Im . )=0 ‘
(Xmln)
return x
min

Abbildung 8: Struktogramm der Funktion newton()

Zunéchst werden in der Hauptschleife an der Stelle x der Funktionswert f und die
zugehorige Ableitung f' gebildet. Ist der aktuelle Funktionswert f(z) kleiner als
der Funktionswert der bisher besten Néherung x,,;,, so ist die aktuelle Ndherung
die beste.

Falls nun der Ausdruck

f(x)
f'(z)
mit der aktuellen Ndherung x kleiner ist als der Betrag von dx aus dem letzten
Iterationsschritt, so wird der Ausdruck (19) als neues dx verwendet. Anderenfalls
wird das alte dz aus dem letzten Iterationschritt iibernommen. Hiermit wird das
"Ausreiflen’ der Iteration aus der Umgebung der Nullstelle vermieden, wenn sich
z.B. ein Sattelpunkt in der ndheren Umgebung der Nullstelle befindet.

Ist nun die neue Anderung

(19)

dx < e, (20)
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so ist die Nullstelle gefunden und newton() wird beendet. Anderenfalls wird der
[terationsschritt ausgefithrt und die Hauptschleife von neuem durchlaufen. Ist nach
ITERMAX Schritten die Abbruchbedingung (20) noch nicht erfiillt, so wird der bis
dorthin beste x-Wert zuriickgegeben.

Weiterhin liefert die Funktion newton() einen Schétzwert s, fiir den Fehler der
gefundenen Néherung der Nullstelle nach der Beziehung

dx

Sgesch - (2 ]_)

min

Die Gleichung (21) ergibt sich aus der Annahme, dafl fiir die 2-Werte in einer
naheren Umgebung der gesuchten Nullstelle z( die Iterationsschrittweite |dz| immer
weiter abnimmt (Veranschaulichung siehe auch Bild 1). Unter Vernachlissigung der
folgenden Iterationsschrittweiten liefert dann |dz| an der Stelle der besten Naherung
der Nullstelle eine Abschétzung des absoluten Fehlers der gefundenen Néaherung.
Der relative Fehler der Nédherung nach Gleichung (21) folgt dann aus der Division
durch den Betrag der gefundenen, besten Néherung z,,:,.

8.5.2 Numerische Uberlegungen

Bei Riickgabe der besten Néherung der Nullstelle wird entschieden, ob die Null-
stelle als reell oder komplex angenommen werden soll. Ist Im(x,,;,,) < BOUND, so
wird der Imaginérteil zu Null gesetzt, die Nullstelle also als reell festgesetzt, falls
im reellen Modus (flag = 0) gearbeitet wird. Hierin liegt ein prinzipielles Problem
bei der Berechnung von Nullstellen, ndmlich die Unterscheidung von mehrfachen
Nullstellen zu nahe zusammenliegenden Nullstellen. In dieser Routine wurde die
Schranke BOUND auf die halbe Stellenzahl der Maschinengenauigkeit festgesetzt.
Soll dieses Unterscheidungskriterium nicht verwendet werden, so kann auch im
komplexen Modus, d.h. mit flag = 1, gearbeitet werden. Allerdings wird dann jede
Nullstelle einzeln berechnet und somit kein konjugiert komplexes Nullstellenpaar
mehr abgespalten.

Das Unterscheidungskriterium wird sinnvollerweise erst nach Beendigung des
Newton-Verfahrens festgelegt. Trife man eine Entscheidung {iber die Reellwertig-
keit einer Nullstelle bereits nach dem Muller-Verfahren, so wire fiir das gesamte
Newton-Verfahren bei reellem Startwert die Reellwertigkeit der Nullstelle festge-
legt, obwohl es sich durchaus um eine komplexe Nullstelle handeln kénnte. Da sich
die Ndherung des Muller-Verfahrens i.a. noch weiter von der tatséchlichen Nullstel-
le entfernt befindet als die Nullstellenndherung des Newton-Verfahrens, vergréferte
sich dadurch der Nédherungsfehler.
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9 Ergebnisse und Vergleich mit anderen Testver-
fahren

Das Programm ’rootsf’ ist nach Fertigstellung mit den beiden Nullstellenberech-
nungsprogrammen roots’ und 'rootsj’ verglichen worden.

Die Funktion 'roots’ bildet zur Nullstellenberechnung die zum Polynom gehérende
Begleitmatrix und berechnet hiermit unter Verwendung von Eigenwertroutinen aus
dem Programmpaket EISPACK die zugehorigen Eigenwerte, die eine Naherung der
Polynomnullstellen darstellen. Die Funktion ’rootsj’ ist ein auf dem Verfahren von
Jenkins und Traub basierendes Programm und gehort ebenso wie 'roots’ zu den
wenigen Programmen, die auch zur Bestimmung von Nullstellen schlecht konditio-
nierter Polynome geeignet sind.

Um die Testldufe mit den unterschiedlichen Testpolynomen nach Jenkins und Traub
[4] und auch fiir die Kreisteilungspolynome zu systematisieren, wurde 'rootst’ als
Funktion iiber die Erzeugung eines MEX-Files an Matlab Version 4.0 auf der HP-
Apollo-Workstation angebunden. Das zweite, fiir Matlab externe Programm "rootsj’
speicherte seine Ergebnisse in ein Textfile, das dann von Matlab aus geladen und
ausgewertet worden ist. Zur Systematisierung der Auswertung sind Matlab-Files
erstellt worden, welche die drei Nullstellenberechnungsfunktionen sukzessive auf-
rufen, aus den Ergebnissen die relativen Fehler berechnen, die fiir die Nullstellen-
berechnung bendétigte Zeit auswerten und die Ergebnisse in einer Tabelle zusam-
menfassen. Ebenso in die Tabelle aufgenommen wurde der von ’rootsf’ erzeugte,
geschitzte Fehler der Losung.

9.1 Testverfahren nach Jenkins und Traub

Die in diesem Abschnitt vorgestellten Testpolynome und die zugehorigen Ergeb-
nisse beziiglich der drei Programme ’roots’,’rootsj’” und 'rootsf’ basieren im wesent-
lichen auf den von Jenkins und Traub vorgeschlagenen Testpolynomen (siehe [4]).
Ebenfalls aus [4] iibernommen wurden die Kriterien, nach denen die Nullstellenbe-
rechnungsprogramme iiberpriift wurden, namlich:

e Test des Abbruchkriteriums

e Test auf Konvergenzschwierigkeiten

e Test auf Unterscheidung zwischen benachbarten und mehrfachen Nullstellen
e Test der Stabilitdt der Deflation

Auf die auBBerdem empfohlenen Tests mit zufillig erzeugten Polynomen wurde im
folgenden verzichtet.
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Der in den Tabellen angegebene, reale Fehler &,.,; ergibt sich aus der Beziehung

Oéu_ééu

Ereql = Max (22)

ay

Hierbei sind die Werte von «, die exakten Nullstellen und die Werte von &, die
Néherungen der entsprechenden Nullstellen des jeweiligen Programmes. Der reale
Fehler &, ergibt sich dann aus dem Maximum aller auftretenden, relativen Fehler.
Der tabellierte, geschétzte Fehler des Programmes ‘rootsf’ folgt aus der Gleichung
(21).

9.1.1 Das Abbruchkriterium

Zum Test des Abbruchkriteriums wurde das Polynom
P(x)=Bx—A)(x+A)(x—1) (23)

verwendet. Test des Abbruchkriteriums bedeutet hierbei zu iiberpriifen, ob eine
konvergierende Sequenz von Iterationen dann abbricht, wenn bei der Polynomaus-
wertung der Einflufl von Rundungsfehlern dominant wird.

Im Polynom P, (x) wird durch grofies und kleines A der Einflufl von betragsmafig
grofien und kleinen Nullstellen auf das Abbruchkriterium {iberpriift, durch grofles
und kleines B der Einflul von betragsméflig grofien und kleinen Polynomko-
effizienten.

Die Ergebnisse zeigt Tabelle (2).

realer Fehler gesch. Fehler Zeit in s
A B roots rootsj rootsf rootsf roots rootsj rootsf
1-10719 1.1071 ] 0 0 0 0 0.01 0.05 0.02
1-10710 1.10' 0 0 0 0 0.01 0.02 0.01
1-101%  1.10719 0  4.648-1073 0 3.584-107'7 | 0.01 0.02 0.01
1-101  1.10'0 0  4.648-1073 0 3.584-107'7 | 0.00 0.03 0.01

Tabelle 2: Polynom Py(x) = B(x — A)(x + A)(z — 1)

Die besten Ergebnisse hinsichtlich Zeit und Genauigkeit liefern hierbei 'roots’ und
'rootsf’. Beide Programme finden fehlerlos im Rahmen der Rechengenauigkeit die
gesuchten Nullstellen in etwa gleicher Zeit. Auffallend sind hierbei die um ungefahr
zwei Mal lingere Rechendauer und der grofe relative Fehler von ~ 1072 des Pro-
grammes 'rootsj’ in der 3. und 4. Zeile. Von allen drei Funktionen liefert es hierbei
die schlechtesten Ergebnisse.
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Als weiteres Polynom zum Testen des Abbruchkriteriums fand das Polynom
N

Py(2) = [[(z — 107) (24)

v=0
Verwendung. In dem durch (24) angegebenen Polynom liegen also fiir grofier wer-

dendes N immer mehr Nullstellen sehr dicht bei 0. Auffallend an den Ergebnissen
aus Tabelle 3 ist, dafl 'rootsf’ fiir N = 7 wesentlich mehr Zeit benétigt als die

realer Fehler gesch. Fehler Zeit in s
N roots rootsj rootsf rootsf roots rootsj rootsf

516.939-1071¢ 1.735-107'" 1.735-107'7 | 1.307-107'¢ | 0.01  0.01 0.03
711388107 1.735-107'% 1.735-107%6 | 1.576-107° | 0.01  0.02 0.09

N
Tabelle 3: Py(z) = [] (z — 107Y)

v=0

anderen Funktionen. Das liegt daran, dafl das Muller-Verfahren fiir die kleinsten
Nullstellen bei 10~7 und 10~° je Nullstelle zweimal vollstindig durchlaufen wird,
ohne eine Ndherung geméfl der Abbruchbedingung zu erhalten.

9.1.2 Das Konvergenzkriterium

Zur Uberpriifung des Konvergenzkriteriums wird in [4] das Polynom
N

Pi(a) = [ (e~ v) (25)
V=0

vorgeschlagen. Das auf den ersten Blick numerisch einfach erscheinende Polynom
hat im Vergleich zu anderen Polynomen verhiltnisméfig schlecht konditionierte
Nullstellen (siehe auch [13]) und ist damit gut zum Test der Konvergenz von Null-
stellenberechnungsprogrammen geeignet. Die Ergebnisse sind in Tabelle 4 wieder-
gegeben.

Es wurden der Fehler und die Zeit nur bis zum Grad N = 15 untersucht, da bei
hoheren Graden die Eingangskoeffizienten nicht mehr genau dargestellt werden
konnten und sich somit bereits ein Fehler in den Eingangsdaten ergeben hétte.
Die realen Fehler aller Routinen stimmen sowohl untereinander, als auch mit dem
geschéitzten Fehler weitgehend iiberein. Auffallend ist jedoch der erheblich gréflere
Zeitaufwand der Funktion 'rootsf’ ab dem Grad N = 10. Die Ursache hierfiir
liegt wiederum darin, dafl beispielsweise fiir den Grad N = 15 alle ITERMAX
Iterationsschritte in muller() fiir die Nullstellen 3, 6 und 9 durchlaufen werden,
ohne eine ausreichende Anfangsnidherung derart zu liefern, dal der Rauschzéhler
die Routine beenden koénnte.
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realer Fehler gesch. Fehler Zeit in s

N roots rootsj rootsf rootsf roots rootsj rootsf
1 0 0 0 2.220-107%6 1 0.01  0.03 0.00
2 0 2.220 - 10716 0 2.220-1071%{ 0.00 0.01 0.00
315921-10716 0 7.401-10717 | 4.534-1072° | 0.01  0.03  0.00
411.021-107 0 1.776 -107% | 1.776 - 1071 | 0.01  0.02 0.01
5(5.003-107 2.013-107 1.036-107% | 1.776 - 104 | 0.01  0.02 0.01
6 22361071 3.497-107* 5.695-107' | 1.089-10713 | 0.01 0.04 0.01
7187771071 1.561-1071% 6.370-10713 | 2.425-1071 | 0.01 0.01 0.02
8| 1.180-107" 5218-107% 1.217-107* [ 1.929-107'2 | 0.02 0.01 0.02
9 (1.062-10719 3.949-107'* 4.937-107'2 | 7.370-1072 | 0.02 0.03 0.04
10 | 4.365-10"* 7.854-10"1 1.805-107'! | 4.312-107" | 0.02 0.02 0.05
11 | 5.448-1071% 3.373-1071% 1.534-1071° | 1.772-107%° | 0.02 0.02 0.06
12| 6.751-107% 8.073-1071° 2.196-1071° | 2.205-107° | 0.02 0.02 0.08
13| 1.121-1077  1.550-10"% 5.197-107% | 4.507-107° | 0.03 0.01 0.10
14 | 4.421-107%  3.770-107%  1.497-107% | 5.249-107% | 0.03 0.02 0.12
15 | 3.848-10"7 2.496-10"7 9.540-10"% | 5.714-107% | 0.04 0.03 0.13

N
Tabelle 4: Polynome Ps(z) = I] (z — v)
v=0

9.1.3 Mehrfache oder benachbarte Nullstellen

Mehrfache oder nahe zusammenliegende Nullstellen bereiten den meisten Null-
stellenberechnungsprogrammen Probleme, weil sie schlecht konditioniert sind; die
Grenzgenauigkeit von Nullstellen mit der Vielfachheit m, betrégt ungefahr

=3 (26)

wobei € die Maschinengenauigkeit ist. Entsprechend erhoht sich die Laufzeit, da die
Programme in der Regel bestrebt sind, die Nullstellen bis auf Maschinengenauigkeit
zu bestimmen, d.h. die Maximalzahl der Iterationsschritte durchlaufen wird. Zum
Test der Programme wurden die Polynome

Py(z) = (z—0.1)>*a—0.5)(x —0.6)(x —0.7)

Ps(z) = (z—0.1)*%x—0.2)*(z —0.3)*(z —0.4)

Ps(x) = (z—0.1)(x —1.001)(z — 0.998)(z — 0.99999)

P;(x) = (z—0.001)(x —0.01)(x —0.1)(x — 0.1+ A-j)(z —0.1—A-j)(x—1)(x — 10)
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PS(ZE) =
Py(z) =

verwendet. Die Ergebnisse gehen aus den Tabellen 5 bis 7 hervor.

(x+1)°
(xlo o 10720)(1,10 4 1020)

realer Fehler gesch. Fehler Zeit in s

v roots rootsj rootsf rootsf roots rootsj rootsf
412124-107° 3.068-107% 8.771-107¢ | 3.248-107¢ | 0.01 0.04 0.05
517.076-107% 2.626-107° 3.988-107% | 1.492-107* [ 0.03 0.03  0.09
6| 1.529-10"° 2.918-10~* 1.002-107° | 4.116-10"% | 0.01  0.03 0.03

Tabelle 5: Polynome P,_4(x), P,—5(x), P,—¢(2)

realer Fehler gesch. Fehler Zeit in s
A roots rootsj rootsf rootsf roots rootsj rootsf
0 1.627-107° 3.923-107% 6.978-107% | 2.406-107¢ | 0.01  0.03  0.04
1-10710 | 1.627-107° 3.923-107% 6.978-107¢ | 2.406-107° | 0.02 0.01  0.03
1-107% ] 1.363-107° 3.923-107% 8.620-107° | 1.841-107% | 0.02 0.02 0.03
1-107% [1.601-107° 3.923-10"% 4.983-107% | 1.145-107% | 0.01  0.02 0.03
1-1077 | 8.674-107% 3.923-107% 4.140-107° | 3.632-107% | 0.01  0.04 0.03
1-107% | 1.046-107° 3.968-107% 2.918-1076 | 1.289-107% | 0.02 0.02 0.04
Tabelle 6: Polynom P;(x)

realer Fehler gesch. Fehler Zeit in s
v ‘ roots roots] rootsf ‘ rootsf ‘ roots rootsj rootsf
81 9.625-107% 1.380-1071 6.535-107% | 4.454-107* | 0.02 0.02  0.04
9 [8527-10716 3.268-1071% 1.421-107%6 | 1.933-1071¢ | 0.07 0.03  0.05

Tabelle 7: Polynome P,_g(x), P,—o(7)

Die Ergebnisse der Tabelle 5 sind fiir alle Routinen in etwa gleich. Durch die Viel-
fachheit der Nullstellen und durch die Nullstellen von Ps nahe der 1 haben alle
drei Programme grofe relative Fehler mit ~ 107°. Auffallend ist dabei die hohe
Rechenzeit von 'rootst’ fiir P mit 0.09 Sekunden. Dies 148t sich damit begriinden,
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daf3 bei der schlecht konditionierten, vierfachen Nullstelle das Muller-Verfahren die
zweite Iterationsschleife mit neuen Startwerten durchlauft, um versuchsweise eine
bessere Naherung der Nullstelle zu finden. Die gleiche Ursache hat die im Vergleich
zu den anderen beiden Routinen doppelt so grofie Rechenzeit beim Polynom Py aus
Tabelle 7. auffallend bei Py ist weiterhin der sehr gute reale Fehler des Program-
mes ‘rootsj’. Da dies das einzig auffallend gute Ergebnis bei der Bestimmung von
mehrfachen Nullstellen ist, ist vermutlich der Spezialfall, dafl alle Nullstellen eines
Polynomes gleich sind, gesondert behandelt worden (siche auch [7]). Die Nullstellen
des Polynomes Py(x) aus Tabelle 7 werden von 'rootsf’ am besten bestimmt. Die
Fehler aller Funktionen liegen in etwa im Bereich der Maschinengenauigkeit. Die
Nullstellen des Polynomes P;(z) aus Tabelle 6 bestimmt die Funktion 'rootsj’ mit
dem geringsten Fehler im Bereich von ~ 107%. Die Funktion 'rootsf’ liefert hier
Ergebnisse, die um zwei Zehnerpotenzen schlechter sind als jene von 'rootsj’, die
Resultate von 'roots’ sind sogar um drei Zehnerpotenzen ungenauer als die von der
Funktion 'rootsj’. Die restlichen Zahlenwerte weisen keine weiteren nennenswerten
Unterschiede zu den anderen Verfahren auf.

In allen Beispielen mit mehrfachen Nullstellen nimmt die erreichbare Genauigkeit
bis auf die Ausnahme von 'rootsj’ bei Py wie erwartet nach der Beziehung (26) ab.

Die bisherigen FErgebnisse lassen erkennen, dafl die Genauigkeit der bestimmten
Nullstellen fiir fast alle Polynome bei allen drei Funktionen in der gleichen Gréfien-
ordnung liegen. Bei mehrfachen Nullstellen ist der Fehler von 'rootsj’ etwas geringer
als bei 'rootsf’” und 'roots’. Die Rechenzeiten der drei Funktionen sind zwar leicht
unterschiedlich, die Abweichungen sind jedoch nicht gravierend.

9.1.4 Stabilitidt der Deflation

Stabilitdt der Deflation soll hier bedeuten, daffi durch die Abdivision einer oder
zweier Nullstellen die mit dem dividierten Polynom berechneten Nullstellen nur
unwesentlich ungenauer sind als diejenigen, die man mit dem urspriiglichen Poly-
nom berechnet hétte. Da durch die Nachiteration mit dem urspriinglichen Poly-
nom im Newton-Verfahren die mogliche Verschlechterung der Konditionen durch
die Deflation beseitigt wird, sind von der Funktion 'rootsf’ recht gute Ergebnisse
zu erwarten. Die Resultate fiir die verwendeten Polynome

Pyy(z) = (x—A)(x—l)(x—jl)
Pur) = I (r=ci)- ] (e —09-5)

zeigen Tabelle 8 und 9.
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realer Fehler gesch. Fehler Zeit in s

A roots rootsj rootsf rootsf roots rootsj rootsf
1-10% | 2.274-10716  2.220-107% 0 1.139-1071¢ | 0.01 0.02 0.01
1-10°]2.328-1071¢ 2.220-107% 2.118-107% | 1.164-107%6 | 0.01  0.01  0.00
1-10° | 4.441-1071¢ 2.068-10"% 2.068-107%° | 1.192-107% | 0.01 0.03  0.01

Tabelle 8: Polynom Pjy(x)
realer Fehler gesch. Fehler Zeit in s
M roots rootsj rootsf rootsf roots rootsj rootsf

512220-107% 1.974-107% 2.467-107% | 1.820-1071¢ | 0.16  0.03  0.06
10 | 3.824-107% 2.202-10712 2467-1071¢ | 1.825-1071% | 093 0.05 0.14
12 13.997-107% 1.891-107* 2.220-1071¢ | 1.364-10716 | 1.45 0.07  0.19
15| 6.661-107% 1.001-10"Y 7.401-1071¢ | 9.812-10717 | 2.62 0.11 0.25
20 | 1.739-107" 1.539-107' 8.635-107'¢ | 1.825-1076 | 6.11  0.18  0.37
25 1.210-107 1.111-107' 3.701-107'° | 1.875-10710 | 11.81 0.30  0.49
50 | 1.555-107°  3.508-10% 2.445-107'3 | 1.121-107™ | 96.42 26.11 2.11

Tabelle 9: Polynom Py (x)

Wie aus Tabelle 8 ersichtlich, liefern alle drei Programme gute Ergebnisse beziiglich
Zeit und Fehler. Auffallend ist, daf§ der Fehler von ’'rootsf’ fiir dieses Polynom
stark {iberschétzt wird. Die besten Ergebnisse sowohl beziiglich Zeit, als auch
beziiglich Fehler zeigt das Programm ’rootsf’.

Fiir das Polynom Py (x) ist zum einen auffallend, da8 das Programm ’rootsj’ von
Jenkins und Traub fiir hohere Grade vollkommen versagt, wobei sich der Grad
N von Pyi(z) aus N = 4 - M ergibt. Dieser Sachverhalt ist von den Autoren
selbst bereits in [4] vermerkt worden. Weiterhin ist der unverhéltnisméfBig hohe
Zeitaufwand von ’roots’ auffillig. Die deutlich besten Ergebnisse liefert hierbei
wieder die Funktion rootsf’.

Beim Polynom Pj;(z) liegen die Nullstellen auf einem Halbkreis mit dem Radius 1
in der rechten Halbebene der komplexen Ebene und auf einem Halbkreis mit dem
Radius 0.9 in der linken Halbebene. Diese Nullstellenverteilung ist &hnlich der eines
nichtrekursiven Filters. In diesem Fall ldge ein Hochpaf} vor. Gerade hierbei zeigen
sich die oben genannten Schwichen der Programme ’'roots’ und ’rootsj’ und die
Stéarke des Programmes "rootst’.
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9.2 Kireisteilungspolynome

Da nichtrekursive Systeme Nullstellenverteilungen entlang des Einheitskreises ha-
ben, sind im folgenden Kreisteilungspolynome betrachtet worden. Zur Untersu-
chung wurden die beiden rellen Polynome

Pyz) = 2N -1

und das komplexwertige Polynom
Py(z) = j(a™ — 1)

herangezogen. Es folgt zunéchst ein Vergleich aller Programme beziiglich P (z).
Ebenfalls mit Hilfe des Polynoms P;(z) wird die Rechenzeit und der Speicherbedarf
von 'roots’ und ’rootsf’ untersucht und im Anschlufl das Programm ’'rootsf” unter
Verwendung der Polynome P(x) und Ps(z) betrachtet.

9.2.1 Vergleich von ’roots’,’rootsj’ und ’rootsf’

Die Ergebnisse der drei Programme beziiglich des Polynomes P;(z) zeigt Tabelle
10. Betrachtet man zunéchst die Rechenzeiten, so liefert die Funktion 'rootsf’ die

realer Fehler gesch. Fehler Zeit in s
N roots rootsj rootsf rootsf roots rootsj rootsf

10 | 5.551-107*6  6.661-107'¢ 2.220-107'6 | 1.784-107'6 | 0.03  0.03  0.02
30 | 1.332-107" 8.882-107"" 2.220-107'% | 8.775-107'7 | 0.11  0.06  0.05
50 | 1.332-107"° 8.898-107% 2.220-107'% | 1.964-107'° | 0.33 0.14  0.11
60 | 1.665-107"° 3.440-107° 2.220-107'¢ | 1.652-1076 | 0.48 0.22  0.13
70 | 1.332-107%%  3.560-107' 2.220-107'¢ | 1.110-107*6 | 0.72  0.25  0.16

Tabelle 10: Polynom P (z) = 2V + 1

besten Ergebnisse, die Funktion 'roots’ die bei weitem schlechtesten. So berechnet
beispielsweise 'rootsf” beim Grad N = 70 die gesuchten Nullstellen circa 4.5 mal
schneller als 'roots’. Die Fehler sind in allen Féllen bei 'rootsf” am geringsten und
in etwa vergleichbar mit denen von 'roots’. Auffallend ist hier vor allem die starke
VergroBerung des Fehlers von ‘rootsj’ bei steigendem Polynomgrad N. Aus diesem
Grund wurde nur bis zum Grad N = 70 ausgewertet, da hierbei rootsj’ bereits
einen maximalen Fehler der berechneten Nullstellen von &~ 30% aufweist. Die zu den
von 'rootsj’ und 'rootsf’ berechneten Nullstellen gehorigen PN-Diagramme zeigen
die Abbildungen 9 und 10.
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Abbildung 9: PN-Diagramm von Abbildung 10: PN-Diagramm von
'rootsf’ fiir das Polynom P(x) = 2™ +1 roots;j’ fiir das Polynom P(z) = 27°+1

9.2.2 Uberlegungen zu Rechenzeit und Speicherbedarf

Rechenzeit in s
N | roots rootsf

50 | 0.32 0.01
100 | 1.72 0.30
150 | 5.29 0.41
200 | 11.84 0.62
250 | 26.90  0.87
300 | 50.27  1.17
350 | 87.35  1.47
400 | 139.67 1.75

Tabelle 11: Polynom P (z) = 2V + 1

Wie aus dem vorherigen Abschnitt bereits zu erkennen, ist die Funktion ’rootsj’
aufgrund des auftretenden, grofien Fehlers bei der Berechnung von Nullstellen bei
Polynomen hoheren Grades (N > 60...70) vollkommen ungeeignet. Es bleibt, die
beiden Funktionen 'roots’ und 'rootsf” miteinander zu vergleichen. Wie die Ergeb-
nisse aus Tabelle 10 vermuten lassen, vergroflert sich die Rechenzeit von 'roots’
beziiglich 'rootst” mit zunehmendem Polynomgrad N. Die Resultate dieser Unter-
suchungen zeigt Tabelle 11, eine graphische Veranschaulichung liefert Abbildung
11. Die Nullstellen wurden von "rootsf’ und ’roots’ bei den Ergebnissen aus Tabelle
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Abbildung 11: Rechenzeit von 'rootsf’ (x) und ’roots’ (o) fiir P(z) = % + 1

11 in etwa mit Maschinengenauigkeit berechnet, so dafi auf eine explizite Angabe
des Fehlers entsprechend der vorhergehenden Auswertungen verzichtet wurde.
Wie aus der Tabelle 11 ersichtlich, ist fiir den Grad N = 400 'roots’ bereits ca.
80 mal langsamer als die Funktion 'rootsf’. Um die Nullstellen von P(x) = 2% +
1 zu berechnen, bildet 'roots’ eine Begleitmatrix der Dimension 401x401, wobei
im double-Format jedes Element im reellen Fall einen Speicherbedarf von 8 Byte
hat. Nur fiir die Begleitmatrix allein ergibt sich somit bereits ein Speicherbedarf
von ~ 1.2MByte. Im Vergleich hierzu bendétigt sowohl im reellen, als auch im
komplexen Fall die Funktion 'rootsf’ fiir die Koeffizienten 2 - 401 - 8 ~ 6.3kByte.
Um sicherzugehen, dafi Auslagerungen von Daten durch das Betriebssystem auf
Festplatten auch auf einem PC die Zeitmessungen nicht beeinflussen, wurden die
Messungen nur bis zum Grad N = 400 durchgefiihrt.
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9.2.3 Untersuchungen zu ’rootsf’

Zur weiteren Untersuchung der Funktion 'rootsf’ wurden die Polynome P,(z) und
Ps(x) verwendet. Die zugehorigen Resultate zeigen Tabelle 12 und Tabelle 13.

N | realer Fehler gesch. Fehler | Zeit in s

100 | 1.024-107'® 1.868-107'¢ 0.26
300 | 1.024-1071  8.828-107'7 1.20
500 | 8.968 - 10716 2.069 - 10~1¢ 2.61
700 | 1.144-107%  2.105-10716 4.55
1000 | 1.024-107*° 2.202-107'6 8.62

1300 | 9.930-107%6  1.891-10716 13.76
1500 | 1.201-1071 1.983.10716 18.02
1700 | 1.159-107"° 2.220-1071¢ 22.27
2000 | 1.106 - 107 2.059 - 10~1¢ 30.61
3000 | 1.392-107'% 2.184-1071¢ 67.07
4000 | 1.106 - 107 2.046 - 10~'¢ 118.25
5000 | 1.024 1071 2.220-10716 189.66
10000 | 1.047-1071 2.196 - 1071¢ 914.18

Tabelle 12: Polynom Py(z) = 2% — 1

Wie zu erkennen liegen die realen Fehler aller Testpolynome im Bereich der Maschi-
nengenauigkeit. Dies ergibt sich aus der sehr guten Konditionierung der Nullstellen
von Kreisteilungspolynomen. Ebenfalls auffallig ist die wie bei allen Kreisteilungs-
polynomen gute Ubereinstimmung zwischen realem und geschitztem Fehler. Die
Rechenzeit zur Berechnung des Polynomes Ps(z) ist im Vergleich zu der von Pa(z)
ungefihr um den Faktor 2 langsamer. Dies ist damit zu erklédren, daf fiir das Po-
lynom Pj(z) mit seinen komplexen Koeffizienten alle Nullstellen einzeln berechnet
werden miissen, also ungefahr das Doppelte an Rechenaufwand vorliegt.

Eine Darstellung der Rechenzeit in Abhéingigkeit vom Polynomgrad liefern fiir beide
Polynome die Abbildungen 12 und 13.

Die in den Darstellungen eingezeichneten Funktionen der Rechenzeit ¢ in Abhéngig-
keit vom Polynomgrad N sind in beiden Féllen Polynome 3. Grades, wobei sich fiir
N > 100 und Py(z)

t(N) ~ 3.945-107'°N? 4 4.760 - 10 °N? +4.438 - 107° N — 6.448 - 10"
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Rechenzeitin s

N

realer Fehler

gesch. Fehler

Zeit in s

100
200
200
1000
2000
5000
10000

1.024 -
1.180 -
8.618 -
1.024 -
1.106 -
1.024 -
1.024 -

10~
10—15
10716
10715
10—15
10715
10—15

2.199 - 10716
2.217-1071
2.159-10710
2.187-10710
2.208 - 10716
2.216 - 10716
2.212-1071

0.49
1.20
2.66
17.51
63.28
370.44
1776.97

Tabelle 13: Polynom Ps(z) = j % (zV — 1)

1000

800¢

6007}

400¢

2001

Polynomgrad N

Abbildung 12: Rechenzeit in Sekunden
fiir das Polynom Py(z) = oV — 1

und fir Ps

0
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0
0
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Abbildung 13: Rechenzeit in Sekunden
fiir das Polynom P3(z) = j(z —1)

t(N) ~ 8.062- 107 '°N? 4+ 8.587 - 107 °N? + 1.137 - 107 >N — 1.628

ergibt. Die angegebenen Beziehungen sind nur als Ndherungen zu verstehen. Die
dargestellten Polynome wurden durch einen Gauf}-Ausgleich gewonnen.
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9.3 Beispielhaft ausgewihlte FIR-Filter

Im Laufe der Studienarbeit wurden fiir eine Reihe von TP-FIR-Filtern die Nullstel-
lenverteilung berechnet. Die Bilder 14 und 15 stellen hierbei die PN-Diagramme
eines TP-Filters 150. Grades dar, die Abbildung 16 ein TP-Filter 800. Grades.

1.5 1.5
1 1
A 0.5t A 0.5
) )
El E
0.5} .05
-1} -1}
1.5 15
) -1 0 1 2 ) -1 0 1 2
Re{x}-> Re{x}->

Abbildung 14: PN-Diagramm fiir TP- Abbildung 15: PN-Diagramm fiir TP-
Filter 150. Grades mit 'rootsf’ berech- Filter 150. Grades mit ’rootsj’ berech-
net net

Die Nullstellen in den Bildern 14 und 16 sind hierbei mit 'rootsf’, die Nullstellen
der Abbildung 15 mit ’rootsj’ erstellt worden. Der Versuch, auch das TP-Filter 800.
Grades mit Hilfe von 'rootsj’ zu berechnen, fithrte zum Absturz des Programmes.
Aufgrund der groflen Rechenzeit ist an dieser Stelle die Funktion roots’ nicht mehr
néher untersucht worden.

Die Rechenzeiten von 'rootst’ lagen bei 0.74 Sekunden (150. Grad) und 10.52 Se-
kunden (800. Grad) und der maximale relative Fehler der bestimmten Nullstellen
im Bereich ~ 1071 (150. Grad) und =~ 107!2 (800. Grad).

Die Rechenzeit von 'rootsj’ lagen fiir das TP-Filter 150. Grades bei 1.12 Sekunden,
der maximale Fehler betrug ~ 22%.
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7*Im(x)->
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S W

=
(9

-1 0 1
Re{x}->

Abbildung 16: PN-Diagramm fiir TP-Filter 800. Grades mit 'rootsf’ berechnet

10 Zusammenfassung und Bewertung von
'rootsf’

Aus den Ergebnissen der letzten Abschnitte kann man ablesen, daf§ die Schwéchen
des Programmes 'rootsf’ in der Berechnung von mehrfachen beziehungsweise nahe
zusammenliegenden Nullstellen liegen. Allerdings liefern die beiden Vergleichspro-
gramme 'roots’ und ’rootsj’ bis auf eine Ausnahme &hnlich schlechte Ergebnisse.
Der Nachteil des in diesen Féllen hoheren Zeitaufwandes der Funktion rootsf’ 148t
sich aus der Notwendigkeit der groflen maximal zuldssigen Iterationszahl im Muller-
Verfahren zur Berechnung von Nullstellen hochgradiger Polynome ableiten.

Der Hauptvorteil des Programmes liegt in der Bestimmung von Polynomnullstel-
len hohen Grades. Hierbei versagen aus Zeit beziehungsweise Rechengenauigkeits-
griinden die am LNT vorliegenden Nullstellenprogramme 'roots’ und 'rootsj’ génz-
lich. Gerade bei der Bestimmung nichtrekursiver Filter konnen aber mitunter hohe
Polynomgrade auftreten.
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Zusammenfassend 148t sich somit sagen:

Liegen die Nullstellen eines Polynomes alle auf einer Stelle oder liegen mehrfache
Nullstellen vor, so sollte fiir Polynome bis zum Grad N = 60 die Funktion 'rootsj’
verwendet werden.

Ansonsten hat bis zum Grad N &~ 60 die Funktion 'rootsf’ gegeniiber ’rootsj’
leichte Genauigkeitsvorteile. Die Geschwindigkeitsvorteile von 'rootsj’ sind hierbei
verschwindend gering. Fiir hohere Grade scheidet rootsj’ aufgrund der grofien Feh-
ler bei der Berechnung der Nullstellen aus.

Gegeniiber 'roots’ besitzt rootsf’ fiir simtliche Polynome leichte bis mittlere Ge-
nauigkeitsvorteile und mit grofler werdendem N immer gréflere Geschwindigkeits-
vorteile.

Mit 'rootsf’ ist es nun auch moglich, Nullstellen von Polynomen hohen Grades in
vergleichsweise kurzer Rechenzeit mit geringem Fehler zu berechnen. Somit stellt
die Funktion ‘rootsf’ eine deutliche Verbesserung gegeniiber bekannten, guten Ver-
fahren zur Bestimmung von Polynomnullstellen dar.
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11 Ausblick

Wie im Kapitel iiber linearphasige Filter bereits angeschnitten ist die Berechnung
der Nullstellen beziiglich der Rechenzeit nur suboptimal, da aus der Kenntnis
einer nicht auf dem Einheitskreis liegenden, komplexen Nullstelle im besten Fall
ein Quadrupel von Nullstellen abgespalten werden kann. Die Losungsansétze
zu einer weiteren Verbesserung des Programmes beziiglich des im Kapitel iiber
linearphasige Filter angesprochenen Problems koénnten hierfiir nun sein:

e Suche der Nullstellen nur innerhalb und auf dem Einheitskreis, wobei dann
auch nur diese, gegebenenfalls unter Ausnutzung der Reellwertigkeit des Sy-
stems, abgespalten werden = alle restlichen Nullstellen auflerhalb des Ein-
heitskreises sind dann automatisch bestimmt.

e 'Merken’ der am Einheitskreis gespiegelten Nullstelle und Abspalten der Null-
stelle erst im néchsten Iterationsschritt, wobei dann moglicherweise die Ko-
effizienten des abgespaltenen Polynomes nicht so fehlerbehaftet sind.

Der zweite Losungsansatz ergibt sich hierbei aus der Vermutung, daff die Null-
stellenpaare, die die gleiche Phase und unterschiedlichen Betrag besitzen, bei der
Polynomdeflation numerische Schwierigkeiten hervorrufen.
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