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1 Allgemeine Einleitung

In vielen Bereichen der heutigen Wissenschaft und Technik, aber auch in Bereichen
unseres taglichen Lebens sind chaotische Vorgange zu beobachten. Ein Versuch, diese
Phinomene zu beschreiben, besteht zunachst darin, eine Modellbildung des Systems
durchzufithren, an dem chaotisches Verhalten auftrat. Daraus ergeben sich prinzipiell
nichtlineare Differentialgleichungssysteme und somit eine mathematische Darstellung
des i.a. physikalischen Systems.

Um nun die weit entwickelten Methoden der linearen Systemtheorie auf das mathe-
matische Modell anwenden zu konnen, mufl das jeweilige System durch ein lineares
moglichst gut approximiert, d.h. linearisiert werden. Eine Moglichkeit hierzu bietet
das in diesem Vortrag vorgestellte Carlemansche Linearisierungsverfahren, das eine
genauere Approximation als die sonst iibliche Taylorreihenentwicklung darstellt. Am
Entwicklungspunkt konnen dann Stabilitatsiiberlegungen durchgefiihrt und mit den
Mitteln der linearen Systemtheorie gearbeitet werden. Die Aussagen, die hieraus ge-
wonnen werden konnen, sind jedoch sehr begrenzt, da die chaotischen Eigenschaften
erst durch die Nichtlinearitat auftreten.

In diesem Vortrag wird zunachst das Réllerband als kontinuierliches chaotisches Sy-
stem und sein Fixpunkt- bzw. chaotisches Verhalten bei geeigneter Parameterwahl
vorgestellt. An ihm werden dann Linearisierungsmethoden dargestellt und Stabi-
litatsiiberlegungen durchgefiihrt. Im weiteren wird das Carlemanverfahren auf ein
weiteres kontinuierliches, chaotisches System angewendet. Zum Abschlufl wird am
Beispiel des Lorenzsystems anhand der Variation eines Kontrollparameters der Uber-
gang vom Fixpunktverhalten zu chaotischem Verhalten dargestellt.



2 Grundlegendes zu kontinuierlichen, chaoti-
schen Systemen

Betrachtet man kontinuierliche, chaotische Systeme, so unterscheidet man zwei Arten:
Zum einen diejenigen, die chaotisches Verhalten bei stochastischer Anregung aufwei-
sen. Auf diesen Fall soll hier nicht naher eingegangen werden. Die andere Art von
Systemen sind diejenigen, die chaotisches Verhalten bei deterministischer Erregung
aufweisen, es sich hierbei also auch um ein deterministisches Chaos handelt.

Diese Systeme fithren nach geeigneter Modellbildung auf heteronome Differentialglei-
chungssysteme 1.0rdnung bzgl. der Zeit ¢:

x(t) = a(x(t),t)+bx@),Hut),  t>0
y(t) = c(x(t),?)

und dem Anfangswert x(0) = x5 zum Zeitpunkt ¢ = 0.
Ist in der obigen Gleichung die rechte Seite nur noch tiber x(¢) von der Zeit ¢ abhangig,
so spricht man von einem autonomen Gleichungssystem mit n Zeilen:

%(f) = a(x(t)+bx(H)ul), >0 (1)
y(t) = e(x(t)) (2)

Hierbei stellt x einen n-dimensionalen Zustandsvektor und u den Vektor der Ein-
gangsgrofen dar.

Die Darstellung der numerischen Losung eines solchen Systems erfolgt dann im n-
dimensionalen Zustandsraum, aufgespannt durch die zu den Komponenten z, des Zu-
standsvektors x gehorenden Basisvektoren. Nach Abklingen aller Einschwingvorgange
halten sich dann die Systemzustande in einem Gebiet des Zustandsraumes auf, dem
chaotischen Attraktor, auch seltsamer Attraktor genannt. Fin chaotisches System wird
i.a. dann dadurch charakterisiert, daf} ein seltsamer Attraktor eine fraktale (nicht
ganzzahlige) Dimension hat, die kleiner als die Systemordnung n des zugehdrigen,
autonomen Systems ist und grofler als zwei sein muf. Ein chaotischer Attraktor
muf jedoch nicht zwingend eine fraktale Dimension haben. So ist beispielsweise die
“Katzenabbildung® von L. Arnold chaotisch, aber nicht fraktal. Die hier vorgestellten
Attraktoren haben jedoch alle eine nicht ganzzahlige Dimension.

Im Folgenden wird die Abhéngigkeit von Zustandsvektoren und deren Komponenten
von der Zeit t wegen der Ubersichtlichkeit nicht mehr expizit angegeben.



3 Das Rof3lerband

3.1 Einleitung

Das RoéBlerband zahlt zu den einfachsten Systemen mit chaotischem Verhalten mit
nur einem nichtlinearen Term und wurde 1976 von Ré8ler angegeben:

.’Ifl = —T9— I3
Ty = 21+ azy (3)
T3 = —cx3+z123+0b
wobet:
a,b,ce R
x(0) = xa

D.h. es ergibt sich folgendes Strukturbild:

‘ b )Es ‘ X3
) 4 x

e




Es kann nun durch Variation des Parameters a bei konstantem b und ¢ das Verhal-
ten des Systems von stationarem bis hin zu chaotischem Verhalten verdndert werden.
Zunachst soll das System im Einzugsbereich des Fixpunktes x® untersucht werden.
Fizpunkte eines nichtlinearen Systems zeichnen sich i.a. dadurch aus, daf sie zeit-
lich konstante Losungen darstellen, d.h. x(t) = 0. Dabei ist jedoch noch nichts iiber
die Stabilitit des Fixpunktes ausgesagt. Kleine Stérungen kénnen sowohl abgebaut
(asymptotische Stabilitat) als auch eine Entfernung der Systemzustinde vom Fix-
punkt hervorrufen (Instabilitat). Zur weiteren Untersuchung der Stabilitit des Fix-
punktes ist folgender Satz von zentraler Bedeutung:

Satz: Es seinen sy,...,s, die Eigenwerte der Systemmatrix A des linearisierten Glei-

chungssystems an der Stelle des Fixpunktes x°.

1. Gilt
Re{sk} <0 Vk=1,...,n,

so ist der Fixpunkt x? der nichtlinearen Gleichung asymptotisch stabil.

2. Gilt
Re{si} >0 fireini € {1,...,n},

so ist der Fixpunkt x° der nichtlinearen Gleichung instabil.

Aus diesem Grunde wird zunachst die Taylorlinearisierung am RéBlerband vorgestellt.
Sind ein oder mehrere Realteile gleich Null, so erfordert dies die Einbeziehung der
nachsthoheren nichtlinearen Terme. Eine andere Moglichkeit bietet die Anwendung
der genaueren Carlemanlinearisierung, die im Anschlufl vorgefiihrt wird.



3.2 Fixpunktstabilitit mit Hilfe der Taylorlinearisierung

Im Folgenden sind die Systemparameter b = 2 und ¢ = 4 und «a ist veranderbar. Zeigt
das nichtlineare System stationdres Verhalten, so werden sich die Systemzustéande ab
einer bestimmten Zeit nicht mehr andern, d.h. sie werden einen Fixpunkt anlaufen
und samtliche zeitlichen Ableitungen werden verschwinden. Mit dieser Uberlegung
erhalt man die Fixpunkte in Abhangigkeit von den Systemparametern:

0_ .0 _
—z5—25 = 0
0 0
z,+azry = 0
04 0.0 =
—czz+zyz3+b = 0

= (:1:(1))2 ~czl+ab=0

Somit sind die Komponenten der beiden Fixpunkte:

c 1
f”(1)1,2 = 5:[:5\/@—4(%)

1
0 _ 10
$21,2 - - a$11,2
0 __ [¢]
‘T31,2 - _3;21,2

Das mit der Taylorreihenentwicklung linearisierte Modell im Punkt x¢ lautet:

Iy = —Tg— I3
Ty = T1+az; (4)
3 = 23021+ (T10 — )3+ b — T10Z30
(2)-L s (E)
= 2 | = 1 a 0 Z2 (5)
T3 \ T30 0 zwp—c \ @3

A=J
Fiir das linearisierte RoBlerband der Ordnung N = 1 erhalt man mit der Jacobimatrix
J aus Gleichung 5 folgende charakteristische Gleichung:

C(s) = det(sI—1J)
= P+ (c—a—=z10)8+ (1 + 230 — ac+ azxip)s + ¢ — x10 — azzp (6)

Die Eigenwerte des stabilen RoBlerbandes wandern bei Veranderung von a in die
rechte, offene s-Halbebene. Gesucht ist nun der Wert fiir a, bei dem der Ubergang von



stabilem zu chaotischem Verhalten auftritt. Hierzu wird im Grenzfall ein konjugiert
komplexes Nullstellenpaar auf der imaginiren Achse angenommen:

Cs) = (s+7B)(s—iB)s—a)
= §*—as®+B%—ap? (7)

Durch Koeffizientenvergleich von Gleichung 7 mit 6 ergibt sich:

- = C—a—ZIig
Bz = 1 +$30 —ac—l—axlo
“%32 = C— 10— 4T3

Setzt man nun die konkreten Zahlenwerte b = 2 und ¢ = 4 ein und wahlt als F ixpunkt

29 = £ — 2V —4ab=2 — \/E— 2a , so ergibt sich:
2 1
2—a+vE—2a)[(~2— VE—2a)a+1+ = — =4 -2a] = 2/A
(2—a++4 a)/\[( 4 —2a)a + + 4 — 24] 4 —2a

[/ ,
— 20 — 10
e~y ~az]

ﬂ2

Eine numerische Losung der Gleichung liefert aq & 0.124967 .
Eine Carlemanlinearisierung fir N > 1 ergibt unabhingig vom Linearisierungs-
grad ebenfalls fiir ao ein konjugiert komplexes Nullstellenpaar auf der imagindren
Achse. Bei weiterer Vergrofierung von a wandern die Nullstellen in die rechte offene
s-Halbebene und das System verliert sein Fixpunktverhalten.



3.3 Die Carlemanlinearisierung am Roé8lerband

Das Prinzip der Carlemanschen Linearisierung besteht darin, durch Einfithrung
zusitzlicher Zustandsgroflen die “Systeminformation“ auf mehrere Variablen zu ver-
teilen. Wird nun linearisiert, so ist der Informationsverlust iiber das nichtlineare Sy-
stem nicht so grof. Allerdings fiihrt dies zu einer drastischen Erhéhung der Ordnung
des linearisierten Systems.

Das Verfahren wird exemplarisch am Roéf8lerband fiir den Linearisierungsgrad N = 2
durchgefiihrt.

Das gegebene System ist:

T1 = —Tz— T3
Ty = 1+ az
T3 = —cT3— 2123+ b

Einfithrung der Zustandvektoren:

x=xU = (1 22 z3)T
2 2 2 NT
x(® = (z7 1z T1%T3 T LTz T3)

= (x4 25 T T7 =g .'179)T

Zeitliche Ableitung von (z4 =5...z9)%:

iE.4 21171(6'1 —237121)2 — 2.’171333

Ts T1Z9 + 129 z2 — 22 4 az1T9 — T2T3

e | | T1zs+ 2123 | 3T3 — T3 — cx1T3 — TaTs + b2y
.’1',:7 - 23225152 o 2.’131(1)2 + QCLCU%

Tg ZoT3 + ToT3 123 + (a — €)Tax3 + T1T223 + by
Zg 2z3T3 2z123 + 2bxs — 2cx2

Fir das erweiterte System ergibt sich somit eine Darstellung zu:
x=Ax+b+é
mit:

(z1 22 3 T4 Ts Te T7 Ty Tg)
=0 0 b5 0 00 00 07
2)T

(0 0 0 0 O :1:%:03 0 zyz223 22925

o T M



und

0 -1 -1 0 0 O 0 0 0
1 a 0 0 0 O 0 0 0
0 0 —c 0 O 1 0 0 0
0 0 0 0 -2 -2 0 0 0

A=]0 0 0 1 « 0 -1 -1 0
b 0 0 0 0 —c O -1 -1
0 0 0 0 2 0 2a 0 0
0 & 0 0 O 1 0 a—c O
0 0 2 0 0 O 0 0 —2c

Taylorlinearisierung fir Terme vom Grad grofer 2:
:cf:cg, = 2x10T30T1 + a:foscg — 2:6303330
T1T2T3 = T20T30T1 + T10T30T2 + T10T20T3 — 2T10Z20%30
.’L'l.’,l}% = .'17%01'1 + 2:1,'1051:30.'113 = 2:1710515%0

Somit ergibt sich das Gesamtsystem zu:

x=Ax+Db
mit:
x = (21 2 T3 T4 Tz Te Tr s a:g)T
b = (0 0 b 0 0 — 2.’13%05330 0 — 2.’1)103}20.’1}30 _ 2$10$§0)T
und
0 ~1 ~1 00 0 0 0 0
1 a 0 0o 0 0 O 0 0
0 0 —c 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 -2 -2 0 0 0
A= 0 0 0 1 a 0 -1 -1 0
b + 2271011,'30 0 .TU%O 0 0 —C 0 -1 —1
0 0 0 0 2 0 2a 0 0
20T 30 b -+ 10730 Z10L20 0 0 1 0 a—c 0
2117%0 0 2b + 4:171051730 0 0 0 0 0 —2c

Es sei an dieser Stelle erwahnt, dafl die vorgestellte Taylorlinearisierung der Carleman-
linearisierung fir den Grad N = 1 entspricht. Fiir steigendes N kann die Approxima-
tion beliebig genau werden, in der Praxis setzt die schnell eskalierende Graderhéhung
Grenzen. Die Lange des Zustandsvektors ergibt sich fiir ein System mit dem Grad n
und dem Linearisierungsgrad N zu:

zzi(n-}—r—l)

=l L

10



Fir das RéBlerband ergibt sich also mit n = 3:

| Linearisierungsgrad N | Lange z |

1 3
2 9
3 19
4 34

D.h. fiir ein System 3.Grades mit Linearisierungsgrad 4 ergibt sich also bereits eine
Linge von 34.

11



3.4 Das chaotische Verhalten des Rof3lerbandes
Fir das Roflerband:

$.1 = —T2— I3
Lo = X1+ azs (8)
Z3 = —cxz3+T1T3+0b
wobei:
a,b,ce R

ergibt sich bespielhaft eine chaotische Losung fir ¢ = 0.2,6 = 0.2 und ¢ = 5.7 mit
dem Anfangswert x(0) = (0 —6.78 0.02)T mit Hilfe einer Simulation zu:

12



Eine Projektion in die zjz;—Ebene ergibt zu:

A%

Die Losung laBt sich folgendermaflen veranschaulichen:
Solange z3 < z1 und z3 < 2 ist, verhalt sich das System naherungsweise wie:

3)- L_), )

Fir die Eigenwerte folgt dann:

2 _
det(sT—A)=0 =  Seup= g:i: = . 4

Wie in der Simulation soll nun ¢ = 0.2 angenommen werden, d.h. die Realteile der
beiden Eigenwerte sind positiv. Dadurch klingen z; und x4 auf, bis durch z;z3 auch die
Zustandsgrofle z3 derart aufgeklungen ist, dal 3 nicht mehr vernachlassigt werden
kann. Dann wird z; durch z3 in der 1. Gleichung wieder verringert und somit z,
in der 2. Gleichung und z3 in der 3. Gleichung. Die Losungstrajektorie wird also
zurtckgefaltet. Dieses Falten der Trajektorien ist typisch fiir chaotische Systeme und
geht bei der Linearisierung verloren.

Zur Linearisierung kann zum einen die bekannte Taylorreihenentwicklung oder die
genauere Carlemansche Linearisierung herangezogen werden.

13



3.5 Linearisierung bei chaotischem Verhalten

Fir die Parameter a = 0411, b = 2, ¢ = 4 und dem Startwert xp =

(—0.5787 — 0.0386 0.4549)" ergeben sich fir die realen und die linearisierten

Zustandsgrofien im Zeitraum von 180. .. 185 Sekunden:
8 — ; :

Zustandsgroessen x1,x2,x3

4

~
-
~~~~~~~~

-6 H H L H ‘ H o~
0 05 1 15 2 25 3 35 4 =45 5 39t t-A80sec

Zu Beginn der Simulation stimmen die Losungen mit den linearisierten Lésungen
recht gut iiberein. Im Bereich der Faltung tritt dann eine starke Abweichung vom
urspriinglichen Verlauf auf. Um diesen Fehler zu verringern, kann man das System

mit dem Carlemanschen Linearisierungsverfahren approximieren:
8

Zustandsgroessen x1,x2,x3

6

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 45 5 wtt-4 80 sec

Weiterhin kann auch lokal am Arbeitspunkt eine Aussage iiber die lokale Stabilitat

14



gemacht werden. Bei chaotischen Systemen kann man hierzu die lokalen Eigenwerte
an einem Arbeitspunkt der Losungstrajektorie betrachten. Lafit man nun den Li-
nearisierungspunkt entlang der Trajektorie wandern, so erhdlt man den Verlauf der
Eigenwerte bzw. deren Realteile bei einem Durchlauf des Grenzzyklus in Abhéngig-
keit von der Zeit .

Fiir eine Carlemanlinearisierung 1.0rdnung des Ro8lerbandes ergibt sich ein Verlauf
des Realteils der Eigenwerte mit den Parametern nach Abschnitt 3.2 im Zeitintervall
180s <t < 200s zu:

1 T T T T T

0 /\

-1 R SO SO —

Re{s] fuerN=1

-5 “W— H

6

-8 : i
180 182 ] 184 186 188 190 192 194 196 198 200

Im Zeitintervall 180s < ¢ < 185s ergibt sich in der s-Ebene fiir eine Carlemanlineari-
sierung vom Grad N = 3:

6
4l )
2F Bf/‘ -
_ S »
2 of - -
- T
4} -
(/,
_6 5
-14 -12 -10 -8 -6 -4 2 0 2
o _ Re{s} o




Aus dem komplizierten Verlauf der Eigenwerte, deren Realteile je nachdem positiv
oder negativ werden kénnen, kann man erkennen, dafl der fiir lineare Systeme geltende
Stabilitatsbegriff fiir chaotische Systeme bei chaotischem Verhalten nicht handhabbar
1st.

Es ist also nicht moglich, aufgrund der Eigenwerte des linearisierten, chaotischen
Systems zu einem Stabilitatsbegriff bei chaotischen Systemen zu gelangen.

16



4 Der Duffing-Oszillator

4.1 Einleitung

Der Duffing-Oszillator ergibt sich beispielsweise aus der Modellbildung des folgenden
Systems:

7‘W H’t) /kcas(wf)
/ [

/////;///{77 \

| m‘bungs};&{
I x (¢) l‘l
Ausgcmgslaae Ungesp. Teder

wobei die Feder die nichtlineare Charakteristik Fo(z) = bz + cz® hat. Aus der Krafte-
summe ergibt sich somit:

mz + bx + cz® = I}cos(wt)
=7 = ——x———c—x3—|— — cos(wt)
m m, m
(A \.\ﬁ,./ N~
o 5

In Zustandsdarstellung:

T = T
3 = az;+ Bx3+ v cos(wt)

Durch Einfithrung der Zustandsvariablen z3 := cos(wt) und z4 1= —wsin(wt) ergibt
somit das autonome Gleichungssystem des Duffing-Oszillators zu:

(I,:l = T
4 3
Ty = azy+ Pz +yzs
.’E.g = X4
s _ 2
Ty = —W I3

17



Mit den Parametern o = —0.05,8 = —1,7 = 7.5 und w = 1 ergibt sich mit dem
Anfangswert xg = (3 4 1 0)7 folgender chaotischer Verlauf von z1 und z; in

der Phasenebene:

-2+

-6+

18



4.2 Die Carlemanlinearisierung am Duffing-Oszillator

Die unter Abschnitt 3.3 durchgefiihrte Carlemanlinearisierung fiihrte direkt auf ein
lineares System, da in der Systembeschreibung keine aufiere Grofe u(t) angreift, d.h.
nach Festlegung eines Anfangswertes x; das System fir alle Zeiten ¢ > 0 sich selbst
iberlassen ist. Das Carlemanverfahren ist urspriinglich jedoch ein Bilinearisierungs-
verfahren, das das nichtlineare System in die Form

x=Ax+Bxu+bu+t...

tiberfithrt. Fir den Linearisierungsgrad N = 3 sei hier der Zusammenhang exempla-
risch am Duffing-Oszillator vorgefihrt.
Das gegebene heteronome System lautet:

1 = g

g2 = az;+ Bz + v cos(wt)

Einfihrung der Zustandsvektoren:

x=xb = (z; )7
x® = (22 zz, 22T
= (373 Ty sz)T
x® = (2 22z, a2l 2T
(

8
)
8
\l
8
o
8
©
SN’
N

Zeitliche Ableitung von (z3 24 25 z¢ 27 Ts T9)l:

LIZ.3 2:61:13.1 ( 25174

T4 T1Zo + 1T T5 + azs + B+ vy cos(wt)

Ts 2T0% 204 + 2f23z5 + 2297y cos(wi)
37.6 = 35!7%581 = 3.’27

27 2212129 + 222, 2z + axe + Brf + 23y cos(wt)
Zg T122 4 2z1 797, To + 2aw7 + 2Bxizs + 224 cos(wt)

\ %o /] \ 3z3, J  \ 3azs+3px3z} + 3zsy cos(wt)
Taylorentwicklung fiir Terme vom Grad grofler 3:

4

Ty = Zi%e = —T10%e0 + Teo%1 + T10Ts
33? = Z3Tg = —T30%60 + TeoZ3 + T30Ts
$§$2 = 2T = —T20Te0 + TeoT2 + T20T6
TiTa = T4l = —T4oTeo + TeoTa + TaoTe
w%fﬂi’ = ZT3Tg = —T30T80 + TeoT3 + T30Ts

19



Somit ergibt sich das Gesamtsystem zu:

x=Ax+Bxu-+biju+b (9)
mit:
u = cos(wt)
X = (ml T z3 T4 Ty g Z7 zsg wQ)T

b = (0 0 0 —pBrioTeo — 2Bz20re0 0 — BraoTeo  — 2BT40Teo _3ﬂ$30$80)‘r
by = (0 v 0 0 0 0 0 0 0)Y

und

0 1 0 0 0 0 0 0 0
o 0 0 0 0 B 0 0 0
0 0 0 2 0 0 0 0 0
,8:660 0 o 0 1 ,32310 0 0 0
A= 0 2ﬂ$60 0 200 0 2,81720 0 0 0
0 0 0 0 0 0 3 0 0
0 0 ﬂél)so 0 0 Ol-}-ﬂ(l?g,o 0 2 0
0 0 0 2ﬂ.’1§60 0 2,3:1:40 200 0 1
\ 0 0 3Bz 0 0 0 0 3(a+pBzxn) 0

0 6 0 0 0 0O0OO0TO

0 0 0 0 0 0O0O0CO

0 0 0 0 0 O0O0COO

4 0 0 0 0 0000

B=j02y 0 6 0 000GO

0 0 006 0 0O0O0CTO

0 0~ 0 0 0O0O0OTO

00 02y 0 0000

0 0 0 0 3y 0000

Nimmt man nun im Linearisierungspunkt xo zum Zeitpunkt o die Erregung u(ty) =
cos(wto) als konstant an, so kann die Gleichung 9 in eine lineare Gleichung umgewan-
delt werden:

x = (A + u(to)B)x + (biu(to) + b)

20



5 Das Lorenz-System

5.1 Einleitung

Das als nachstes vorgestellte Lorenz-System ist eines der ersten Systeme, dessen cha-
otisches Verhalten 1963 untersucht wurde. Es entstand aus einem sehr stark verein-
fachten Modell zur Beschreibung der Bewegung der Erdatmosphare, hervorgerufen
durch einen positiven Temperaturgradienten in Erdoberflichenrichtung. Auflerdem
modelliert das System das Bénard-Rayleigh-Problem. Seine Gleichung lautet:

& = ply—=)
y = —xz+rTr—1Y (10)
z = zy—bz
mit
p,r,6>0

Im Folgenden seien die Parameter p = 10,b = £. Durch Verandern des ,Kontrollpa-
rameters® r wird dann das Lorenzsystem von Fixpunktverhalten ins Chaos gefiihrt
(beim Bénard-Problem ist r die relative Rayleigh-Zahl, somit proportional zur Tem-
peraturdifferenz und damit extern beeinfluibar).

21



5.2 Fixpunktstabilitit am Lorenz-Attraktor

Zunachst soll das System 10 Fixpunktverhalten aufweisen, d.h. x = 0. Somit ergeben
sich die stationiren Punkte zu:

x2 = (0 0 0
X33 = (£\/b(r—1) =£4/br—1) r—1)T
0 _

Die charakteristische Gleichung fir die Stabilitatsanalyse eines Fixpunktes x" =
(z° y° 297 ergibt sich zu:

—p—s P 0
det(sI—J)=det| r—2° —-1—-s —2z° | =0
y° z° —b—s

e Fiir den Fixpunkt x{ ergibt sich somit:
(54 Bl + (p+ 1)s — p(r — 1] = 0

Fir r < 1ist die quadratische Gleichung ein Hurwitzpolynom, d.h. fiir0 < r < 1
ist der Fixpunkt x§ stabil. Fiir » > 1 wandert ein Eigenwert in die rechte, offene
s-Halbebene und x§ wird instabil.

o Fiir den Fixpunkt x9 ergibt sich:

S+ (1+b+p)s®+b(p+r)s+2bp(r—1) = 0
= s°+ (L + b+ p)s® + bps — 2bp + r(bs + 2bp) =
b(s + 2p)

:>1+T33+(1+b+p)32+bps—26p -

Setzt man nun fir p = 10,b = % ein, so erhalt man:

8 s+ 20

-
3, 412, 80, _ 160
3s+33+3s =

1+ =0

Die Eigenwerte des 2. Fixpunktes kénnen nun mit Hilfe des WOK-Verfahrens
untersucht werden, wobei sich numerisch folgende Punkte ergeben:

1. Pole:
S0l ~ 1.2
So02 ~ —4.2
Sco03 =~ -10.7
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2. Nullstellen: sg; = —20
3. Wurzelschwerpunkt: s,, 8 3.7
4. Verzweigungspunkt: s, ~ —0.8

Somit folgt fiir das charakteristische Polynom des 2. Fixpunktes folgende WOK:

Ajmfsi [
\’K=P-—2—+‘——k:£54—-w2\}l?
v
B S can N . = <y . . +RQ,{S}

Fiir r > 1 befinden sich alle Eigenwerte in der linken offenen s-Halbebene, d.h.
der 2.Fixpunkt wird stabil. Bei weiterer Vergroerung von r verzweigen sich die
Eigenwerte und iiberschreiten bei ry die imaginire Achse, d.h. die Realteile der
Waurzeln werden positiv. Da nun keiner der Fixpunkte mehr stabil ist, entsteht
fir p=10,b = %, r = r; & 24.7 chaotisches Verhalten.

Man erhalt insgesamt somit folgenden Bifurkationsverlauf:

A.12, Kom Fonenfe
von X
(9=423)
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6 Zusammenfassung

Die in diesem Vortrag durchgefiihrten Untersuchungen an chaotischen Systemen ha-
ben sicherlich keinen Anspruch auf Vollstandigkeit. Was dem Zuhorer jedoch im
Gedéchtnis bleiben sollte ist der Sachverhalt, dafl die Methoden der linearen Sy- .
stemtheorie bei chaotischen Systemen nur noch begrenzt eingesetzt werden konnen.
Sinnvoll sind sie im Zusammenhang mit der Untersuchung beim Ubergang von Fix-
punktverhalten zu chaotischem Verhalten. Liegt chaotisches Verhalten vor, so ist die-
ses mit linearen Naherungen nicht beschreibbar (Eine Moglichkeit besteht zwar in der
Systembeschreibung durch eine Carlemanlinearisierung fiir den Linearisierungsgrad
N — oo, fiir endliche Werte von IV versagt aber auch die Carlemanlinearisierung).
Bei nichtlinearen Systemen kann iiber einen Linearisierungsansatz eine Aussage iiber
die Stabilitat also nur dann getroffen werden, wenn kein Chaosverhalten vorliegt. Fiir
chaotische Systeme sind keine Eigenwerte und somit auch kein daraus ableitbarer
Stabilitatsbegriff definiert. Man kann nur anhand der Lyapunovexponenten, die fiir
lineare Systeme den Eigenwerten entsprechen, erkennen, ob es sich um ein chaotisches
System handelt oder nicht.

24



Literatur

[1] JETSCHKE, G.: Mathematik der Selbstorganisation, VEB Verlag, Berlin 1989

[2] MAYRHOFER, S.: Chaotische Systeme, Studienarbeit am Lehrstuhl fiir Allge-
meine und Theoretische Elektrotechnik, FAU Erlangen 1987

[3] MOOSBURGER, A.: Untersuchung von chaotischen Phinomenen in nichtlinea-
ren Differentialgleichungssystemen mit Hilfe der Carlemanschen Linearisierung,
Diplomarbeit am Lehrstuhl fir Regelungstechnik, FAU Erlangen 1991

[4] PLASCHKO, P., BROD, K.: Hohere Mathematik fiir Ingenieure und Physiker,
Springer Verlag, Berlin 1989

[5] SCHLITT, H.: Regelungstechnik, Vogel Verlag, Wiirzburg 1988
[6] SCHUBLER, H.W.: Netzwerke, Signale und Systeme II, Springer Verlag 1988

[7] SCHUSTER, H. G.: Deterministic chaos - an introduction, Physik Verlag, Wein-
heim 1984

25



